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A12.1

(1)

∫ ∞

−∞
f (t, x) dx =

∫ ∞

−∞
e−tx2dx

<

∫ ∞

−∞
e0dx

=

∫ ∞

−∞
1dx

= lim
L→−∞
R→∞

∫ R

L
1dx

= ∞

言い換えれば、左側は可積分∫ ∞

−∞
|∂tf (t, x)| dx =

∫ ∞

−∞

∣∣∣(−x2
)
e−tx2

∣∣∣ dx

<

∫ ∞

−∞

1

te
dx

= lim
L→−∞
R→∞

∫ R

L

1

te
dx

= ∞

右側も可積分
よって、定理 12.2 より等しい

また、この定理の証明について G (α) :=

∫ b

a
fα (x, α) dx

∫ α

α1

G (α) dα =

∫ α

α1

dα
∫ b

a
fα (x, α) dx

=

∫ b

a
dx

∫ α

α1

fα (x, α) dα

=

∫ b

a
(f (x, α)− f (x, α1)) dx

= F (α)− F (α1)

両辺を微分すれば得られる
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(2)

∫ ∞

−∞
x2e−tx2dx = − d

dt

∫ ∞

−∞
e−tx2dx

= − d
dt

∫ ∞

−∞
e−t·u

2

t
1√
t
du

= − d
dt

1√
t

∫ ∞

−∞
e−u2du

= − d
dt

√
π√
t

=

√
π

2
t−

3
2

A12.2

(1)

I (0) =

∫ ∞

−∞
e−x2dx

=
√
π

(2)

d
daI (a) =

d
da

∫ ∞

−∞
e−x2 cos (2ax)dx

=

∫ ∞

−∞
∂a

(
e−x2 cos (2ax)

)
dx

=

∫ ∞

−∞

(
−2xe−x2 sin (2ax)

)
dx

= −
∫ ∞

−∞
e−u sin

(
2a

√
u
)
du

= − 1

2a2

∫ ∞

−∞
ve−

v2

4a2 sin vdv

= − 1

2a2

([
−2a2e−

v2

4a2 sin v

]∞
−∞

+ 2a2
∫ ∞

−∞
e−

v2

4a2 cos vdv
)

= 0−
∫ ∞

−∞
e−

v2

4a2 cos vdv

= −I (a)
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A12.3

(1)

I =

∫ ∞

0
e−αx sinβxdx

=

[
− 1

α
e−αx sinβx

]∞
0

+
β

α

∫ ∞

0
e−αx cosβxdx

=
β

α

∫ ∞

0
e−αx cosβxdx

=
β

α

([
− 1

α
e−αx cosβx

]∞
0

− β

α

∫ ∞

0
e−αx sinβxdx

)
=

β

α

(
1

α
− β

α
I

)

=⇒ I =
β

α2 + β2

(2)

∫ ∞

0

∫ ∞

0
e−xy sinxdydx =

∫ ∞

0

sinx

x
dx

∫ ∞

0

∫ ∞

0
e−xy sinxdxdy α=y,β=1

=

∫ ∞

0

1

y2 + 1
dy

以上より、順序交換できない

(3)

RHS =

∫ L

0

(∫ R

0
e−xy sinxdx

)
dy +

∫ R

0

sinx

x
e−Lxdx

=

∫ R

0

(∫ L

0
e−xy sinxdy

)
dx+

∫ R

0

sinx

x
e−Lxdx

=

∫ R

0

(
sinx

(
− 1

L
e−Lx +

1

x

))
dx+

∫ R

0

sinx

x
e−Lxdx

=

∫ R

0

sinx

x
dx− 1

L

∫ R

0
e−Lx sinxdx+

∫ R

0

sinx

x
e−Lxdx

=

∫ R

0

sinx

x
dx

= LHS

二つ目の式は (2) でもう証明したから略
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(4)

∫ R

0

sinx

x
dx =

∫ ∞

0

∫ R

0
e−xy sinxdxdy

=

∫ ∞

0

e−Ry
(
eRy − cosR− y sinR

)
y2 + 1

dy

=

∫ ∞

0

1

y2 + 1
dy −

∫ ∞

0

e−Ry

y2 + 1
(cosR+ y sinR) dy

=
π

2
−
∫ ∞

0

e−Ry

y2 + 1
(cosR+ y sinR) dy

(5)

∫ ∞

0

∣∣∣∣ e−Ry

y2 + 1
(cosR+ y sinR)

∣∣∣∣ dy =

∫ ∞

0

e−Ry

y2 + 1
|cosR+ y sinR| dy

≤
∫ ∞

0

e−Ry

y2 + 1
·
√
1 + y2dy

=

∫ ∞

0

e−Ry√
y2 + 1

dy

<

∫ ∞

0
e−Rydy

n→∞−→ 0

また、絶対値よりこの積分は 0より大きいから、はさみうち原理より 0に収束

B12.4

(1)

∫
RN

K (x − y)ϕ (y) dy =

∫
RN

1

(2−N)ωN
∥x − y∥2−N ϕ (y) dy

=

∫
B(x,ϵ)

1

(2−N)ωN
∥x − y∥2−N ϕ (y) dy

+

∫
RN\B(x,ϵ)

1

(2−N)ωN
∥x − y∥2−N ϕ (y) dy

=

∫
B(x,ϵ)

1

(2−N)ωN
∥x − y∥2−N ϕ (y) dyy /∈ K,ϕ (y) = 0

=

∫ ϵ

0

∫
SN−1

1

(2−N)ωN
r2−NrN−1ϕ (y) dσdr

∫
SN−1

dσ = ωN

=
1

2−N

∫ ϵ

0
r1−Nϕ (y) dr

∼ 1

2−N

∫ ϵ

0
r1−Ndr

=
1

(2−N)2
ϵ2−N
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(2)

∆xK (x − y) = ∆x
1

(2−N)ωN
∥x − y∥2−N

=
N∑
j=1

∂2

∂x2j

1

(2−N)ωN
∥x − y∥2−N

=
1

(2−N)ωN

N∑
j=1

∂2

∂x2j
∥x − y∥2−N

=
1

(2−N)ωN

N∑
j=1

∂

∂xj

(
(2−N) ∥x − y∥1−N · xj − yj

∥x − y∥

)

=
1

(2−N)ωN

N∑
j=1

∂

∂xj

(
(2−N) ∥x − y∥−N · (xj − yj)

)

=
1

(2−N)ωN

N∑
j=1

(
−N ∥x − y∥−N−2 (xj − yj)

2 +N ∥x − y∥−N
)

=
1

(2−N)ωN

N∑
j=1

(
−N ∥x − y∥−N +N ∥x − y∥−N

)
= 0

(3)

∆xu (x) = ∆x

∫
RN

K (x − y)ϕ (y) dy

=

∫
RN

∆xK (x − y)ϕ (y) dy

=

∫
RN

0 · ϕ (y) dy

= 0

(4)

x = y なら、その ∥x − y∥2−N は無限になるから、その積分も広義積分不可だから、交換で
きない

個人的な感想：今回のB問題は↑こんな感じです.
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