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P5.1

(1)

A :=

 a11 · · · a1n
...

. . .
...

am1 · · · amn

 ,x :=

 x1
...
xn

 ,y :=

 y1
...
yn

とすると

LHS =

 a11 · · · a1n
...

. . .
...

am1 · · · amn



 αx1

...
αxn

+

 βy1
...

βyn




=

 a11 · · · a1n
...

. . .
...

am1 · · · amn


 αx1 + βy1

...
αxn + βyn



=



n∑
k=1

a1k (αxk + βyk)

...
n∑

k=1

amk (αxk + βyk)



= α



n∑
k=1

a1kxk

...
n∑

k=1

amkxk


+ β



n∑
k=1

a1kyk

...
n∑

k=1

amkyk


= αAx+ βAy

= RHS
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(2)

f (αx+ βy) = A (αx+ βy)

= A

 αx1 + βy1
...

αxn + βyn


=

 a11 · · · a1n
...

. . .
...

am1 · · · amn


 αx1 + βy1

...
αxn + βyn



=



n∑
k=1

a1k (αxk + βyk)

...
n∑

k=1

amk (αxk + βyk)



= α



n∑
k=1

a1kxk

...
n∑

k=1

amkxk


+ β



n∑
k=1

a1kyk

...
n∑

k=1

amkyk


= αAx+ βAy

= αf (x) + βf (y)

(3)

∥f (x) ∥ = ∥Ax∥ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n∑
j=1

a1jxj

...
n∑

j=1

amjxj

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
A1x
...

Amx

∣∣∣∣∣∣∣

=

√√√√ m∑
i=1

|Aix|2 ≤

√√√√√ m∑
i=1

 n∑
j=1

a2ij

 |x|2

= C ∥x∥
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不等号のところはCauchy − Schwarz不等式で、Cは

√√√√ m∑
i=1

n∑
j=1

a2ijである�

A5.1

(1)

Fが原点で微分可能と仮定すると
∂

∂x
F = lim

h→0

F (h, 0)− F (0, 0)

h
= 0

∂

∂y
F = lim

k→0

F (0, k)− F (0, 0)

k
= 0

F ′ (0, 0) = (0 0)となるが、y = mxの方向に沿って原点に近づくと

F (x,mx)− F (0, 0)− F ′ (0, 0)t (0, 0)

∥t (x,mx) ∥

=

√
|mx2|√

m2x2 + x2
=

1√
|m|

̸−→ 0

よって、原点で微分できない

(2)

A = DF =

(
0 0
0 0

)
とする、∀ϵ > 0, δ := ϵとすると

∥t (x, y) ∥ < δをみたすt (x, y) ∈ Rに対して

∥F (x, y)− F (0, 0)−A ·t (x, y) ∥ =

∥∥∥∥( x2 − y2

2xy

)∥∥∥∥
=
√

x4 − 2x2y2 + y4 + 4x2y2 =

√
(x2 + y2)2 < ϵ

∥∥∥∥( x
y

)∥∥∥∥
よって、原点で微分できる

(3)

A = DF =

(
0 −2 0
0 1 1

)
とする、∀ϵ > 0, δ := min{1, ϵ}とすると

∥t (x, y) ∥ < δをみたすt (x, y) ∈ Rに対して∥∥∥∥∥∥F (x, y)− F (0, 0)−A ·

 x
y
z

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥( xz − 2y
y + z

)
−
(

−2y
y + z

)∥∥∥∥
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=

∥∥∥∥( xz
0

)∥∥∥∥ =
√
x2z2 <

√
x2 + y2 + z2 < ϵ

∥∥∥∥∥∥
 x

y
z

∥∥∥∥∥∥ よって、原点で微
分できる

A5.2

(1)

DF (x) =

(
1 2y
2x −1

)

JF (x) =

∣∣∣∣ 1 2y
2x −1

∣∣∣∣
= 1− 4xy

(2)

DF (x) =

(
cos y −x sin y

−e−x sin y e−x cos y

)

JF (x) =

∣∣∣∣ cos y −x sin y
−e−x sin y e−x cos y

∣∣∣∣
= e−x cos2 y − xe−x sin2 y

= e−x
(
cos2 y − x sin2 y

)
(3)

DF (x) =

 sin θ cosϕ r cos θ cosϕ −r sin θ sinϕ
sin θ sinϕ r cos θ sinϕ r sin θ cosϕ

cos θ −r sin θ 0


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Laplace Expansion

JF (x) =

∣∣∣∣∣∣
sin θ cosϕ r cos θ cosϕ −r sin θ sinϕ
sin θ sinϕ r cos θ sinϕ r sin θ cosϕ

cos θ −r sin θ 0

∣∣∣∣∣∣
= r sin θ

∣∣∣∣ sin θ cosϕ −r sin θ sinϕ
sin θ sinϕ r sin θ cosϕ

∣∣∣∣+ cos θ

∣∣∣∣ r cos θ cosϕ −r sin θ sinϕ
r cos θ sinϕ r sin θ cosϕ

∣∣∣∣
= r2 sin θ (sin θ cosϕ sin θ cosϕ+ sin θ sinϕ sin θ sinϕ)

+ r2 cos θ (cos θ cosϕ sin θ cosϕ+ sin θ sinϕ cos θ sinϕ)

= r2 sin3 θ + r2 sin θ cos2 θ

= r2 sin θ

A5.3

(1)

R2 \
{
t (0, 0)

}
でのC1級は、分子と分母それぞれがC1級から自然に得られ

るから、以下は原点でFréchet微分不可だけ証明する
原点でFréchet微分可能と仮定する
∂

∂x
f (0, 0) = lim

h→0

f (h, 0)− f (0, 0)

h
= lim

h→0
h = 0

∂

∂y
f (0, 0) = lim

k→0

f (0, k)− f (0, 0)

k
= lim

k→0
1 = 1

y = mxの方向に沿って原点に近づくと
f (x,mx)− f (0, 0)− f ′ (0, 0)t (x,mx)

∥t (x,mx) ∥

=

x4 +m2x2

x2 +m2x2
−mx

√
x2 +m2x2

→ 1√
m2 + 1

(
1−m− 1

m2 + 1

)
̸−→ 0whenx → 0

よって、原点でFréchet微分をとれない

(2)

∂

∂x
f (0, 0) = lim

h→0

f (h, 0)− f (0, 0)

h
= lim

h→0
h = 0

∂

∂y
f (0, 0) = lim

k→0

f (0, k)− f (0, 0)

k
= lim

k→0
−k = 0

y = mxの方向に沿って原点に近づくと
f (x,mx)− f (0, 0)− f ′ (0, 0)t (x,mx)

∥t (x,mx) ∥
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=

x3 −m3x3

x2 +m2x2
− 0

√
x2 +m2x2

=
1−m3

(1 +m2)
3
2

̸−→ 0 when x → 0

よって、原点でFréchet微分できない

B5.4

(1)

d

dt
A (t) =

d

dt

 a1,1 (t) · · · a1,n (t)
...

. . .
...

an,1 (t) · · · an,n (t)


= lim

t→t0

A (t)−A (t0)

|t− t0|

= lim
t→t0

 a1,1 (t)− a1,1 (t0) · · · a1,n (t)− a1,n (t0)
...

. . .
...

an,1 (t)− an,1 (t0) · · · an,n (t)− an,n (t0)


|t− t0|

=


lim
t→t0

a1,1 (t)− a1,1 (t0)

|t− t0|
· · · lim

t→t0

a1,n (t)− a1,n (t0)

|t− t0|
...

. . .
...

lim
t→t0

an,1 (t)− an,1 (t0)

|t− t0|
· · · lim

t→t0

an,n (t)− an,n (t0)

|t− t0|



=


d

dt
a1,1 (t) · · · d

dt
a1,n (t)

...
. . .

...
d

dt
an,1 (t) · · · d

dt
an,n (t)


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(2)

d

dt
detA =

∑
i,j

d |A|
dai,j

dai,j
dt

=
∑
i,j

(∑
k

(
dai,k
dai,j

· ãi,k + ai,k ·
dãi,k
dai,j

))
dai,j
dt

=
∑
i,j

ãi,j
dai,j
dt

=
∑
i,j

|A|tA−1 d

dt
A

= tr

(
|A|A−1 d

dt
A

)
= tr

(
Ã

d

dt
A

)
詳しい説明として
一つ目の等号は行列値関数と普通の関数との合成とみなせる
二つ目の等号は行列式をi行について展開する
三つ目の等号は、任意のkに対して、i行の元を持たない
四つ目の等号はÃ = |A|A−1の両辺を転置をとった推論である

五つ目の等号は
∑
i,j

ai,jbi,j = tr
(
AtB

)
である

(3)

∂tJF,x (t,x)
(5.9)
= tr

(
D̃xF (t,x) · ∂tDxF (t,x)

)
= JF,x (t,x) · tr

(
D−1

x F (t,x) · ∂tDxF (t,x)
)

B5.5

(1)

δ :=
ϵ

C
とすると、

∥f (y)− f (x) ∥
∥y − x∥

≤ max f ′より

∥f (y)− f (x) ∥ ≤ max f ′ · ∥y − x∥ < C · δ = ϵ

7



(2)

F (x) = f (x)− f (a)− ∥f (b)− f (a) ∥
∥b− a∥

(x− a) , x ∈ [a, b]

Rolleの定理より、∃ξ ∈ (a, b) , s.t.F ′ (ξ) =
∥F (b)− F (a) ∥

∥b− a∥
= 0

=⇒ F ′ (ξ) = f ′ (ξ)− ∥F (b)− F (a) ∥
∥b− a∥

= 0

=⇒ ∃ξ ∈ (a, b) , s.t.f ′ (ξ) =
∥F (b)− F (a) ∥

∥b− a∥
C ′ > f ′ (ξ)をとればいい

B5.6

(1)

B (x, ϵ) := {y ∈ V : ∥y − x∥ < ϵ}
Å := {x ∈ V : ∃ϵ0 > 0, s.t.B (x, ϵ0) ⊂ A}
Ā := {x ∈ V : ∀ϵ > 0, B (x, ϵ) ∩A ̸= ∅}
開A ⊂ V, A = Å
閉A ⊂ V, A = Ā

(2)

Aが二つがあるならば

∥x − x0∥V < δ ⇒

{
∥F (x)− F

(
x0
)
−A1

(
x− x0

)
∥W < ϵ∥x− x0∥V

∥F (x)− F
(
x0
)
−A2

(
x− x0

)
∥W < ϵ∥x− x0∥V

こ

れらの差をとると、
∥F (x)− F

(
x0
)
−A1

(
x− x0

)
∥W − ∥F (x)− F

(
x0
)
−A2

(
x− x0

)
∥W

≤ ∥A1

(
x− x0

)
− A2

(
x− x0

)
∥ < 0 ノルム公理と矛盾するから、Aの存在

は一意である

(3)

Fréchet微分可能であるから
∃A, s.t.∥F (x)− F

(
x0
)
−A

(
x− x0

)
∥W < ϵ∥x− x0∥V

∥F (x)− F
(
x0
)
∥W ≤ ∥A

(
x− x0

)
∥W + ∥F (x)− F

(
x0
)
−A

(
x− x0

)
∥W

ここで、P5.1.3より、Aは有界だから、∥A
(
x− x0

)
∥W ≤ M∥x− x0∥V

よって、ϵM := M + ϵとすると
∥F (x)− F

(
x0
)
∥W ≤ ϵM∥x− x0∥V
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(4)

(N1) ∥f∥ = max sup
(
f j
)
≥ 0は距離公理より明らかに成立する

(N2)∥f∥ = max
j=0,1,2

sup
x∈[0,1]

∣∣f j (x)
∣∣ = 0,⇒ sup

x∈[0,1]

∣∣f j (x)
∣∣ = 0 ⇒ f = 0

(N3)∥αf∥ = max
j=0,1,2

sup
x∈[0,1]

∣∣αf j (x)
∣∣ = max

j=0,1,2
α sup

x∈[0,1]

∣∣f j (x)
∣∣

= α max
j=0,1,2

sup
x∈[0,1]

∣∣f j (x)
∣∣ = α |f |

(N4)∥f + g∥ = max
j=0,1,2

sup
x∈[0,1]

∣∣∣(f + g)j (x)
∣∣∣

≤ max
j=0,1,2

{
sup

x∈[0,1]

∣∣f j (x)
∣∣+ sup

x∈[0,1]

∣∣gj (x)∣∣}
= max

j=0,1,2
sup

x∈[0,1]

∣∣f j (x)
∣∣+ max

j=0,1,2
sup

x∈[0,1]

∣∣gj (x)∣∣ = ∥f∥+ ∥g∥

よって、ノルム空間である
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