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A8.1

(1)

x

y

x+ y = 2

y = 1

y = −1

x+ y = 0

∫∫
D
xydxdy =

∫ 1

−1

(∫ 1

−x
xydy

)
dx+

∫ 3

1

(∫ −x+2

−1
xydy

)
dx

=

∫ 1

−1

(
1

2
x− 1

2
x3
)

dx+

∫ 3

1

(
1

2
x3 − 2x2 +

3

2
x

)
dx

=

[
1

4
x2 − 1

8
x4
]1
−1

+

[
1

8
x4 − 2

3
x3 +

3

4
x2
]3
1

= −4

3

(2)

x

y

y = x2 y = x3

∫∫
D
2xydxdy =

∫ 1

0

(
2x

∫ x2

x3

ydy
)

dx

=

∫ 1

0

(
x5 − x7

)
dx

=
1

24
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(3)

x

y

x = y2

y = 1

y = 3

∫∫
D
e

x
y2 dxdy =

∫ 3

1

(∫ y2

0
e

x
y2 dx

)
dy

=

∫ 3

1

([
y2e

x
y2

]y2
0

)
dy

=

∫ 3

1

(
(e− 1) y2

)
dy

=

[
1

3
(e− 1) y3

]3
1

=
26

3
(e− 1)

(4)

x

y

x = y + 2 x = 4− y2

∫∫
D
x2ydxdy =

∫ 1

−2

(
y

∫ 4−y2

y+2
x2dx

)
dy

=
1

3

∫ 1

−2

(
−y7 + 12y5 − y4 − 54y3 − 12y2 + 56y

)
dy

=
1

3

[
−1

8
y8 + 2y6 − 1

5
y5 − 27

2
y4 − 4y3 + 28y2

]1
−2

= −243

40
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(5)

x

y

y = xy = 1

x = 1

∫∫
D
x+ ydxdy =

∫ 1

0

(∫ x

0
(x+ y) dy

)
dx

=

∫ 1

0

([
xy +

1

2
y2
]x
0

)
dx

=
3

2

∫ 1

0
x2dx

=
1

2

[
x3
]1
0

=
1

2

(6)

x

y

y = 2x

x = 2y

x+ y = 3
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∫∫
D
(y − x) dxdy =

∫ 1

0

(∫ 2x

1
2
x
(y − x) dy

)
dx+

∫ 2

1

(∫ −x+3

1
2
x

(y − x) dy
)

dx

=

∫ 1

0

([
1

2
y2 − xy

]2x
1
2
x

)
dx+

∫ 2

1

([
1

2
y2 − xy

]−x+3

1
2
x

)
dx

=
3

8

∫ 1

0
x2dx+

∫ 2

1

(
15

8
x2 − 6x+

9

2

)
dx

=
1

8

[
x3
]1
0
+

[
5

8
x3 − 3x2 +

9

2
x

]2
1

= 0

(7)

x

y

x2 + y2 = 1

∫∫
D

(
x2 + y2

)
dxdy =

∫ 1

−1

(∫ √
1−x2

−
√
1−x2

(
x2 + y2

)
dy
)

dx

=

∫ 1

−1

([
1

3
y3 + x2y

]√1−x2

−
√
1−x2

)
dx

= 2

∫ 1

−1

(
1

3

(
1− x2

) 3
2 + x2

(
1− x2

) 1
2

)
dx

=
1

6

[
x
√
1− x2

(
2x2 + 1

)
− 6 arctan

√
1− x2

1 + x

]1
−1

=
π

2

(8)

x

y

y = xy = −x
y = 1

∫∫
D
yexdxdy =

∫ 1

0

(∫ y

−y
yexdx

)
dy

=

∫ 1

0
y
(
ey − e−y

)
dy

=
2

e
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A8.2

(1)

∫ 1

0

∫ 2

t
f (t, s) dsdt =

∫ 2

0

∫ s

0
f (t, s) dtdt

(2)

∫ 1

0

∫ 1−t

t
f (t, s) dsdt =

∫ 1
2

0

∫ 1−t

t
f (t, s) dsdt

=

∫ 1
2

0

∫ s

0
f (t, s) dtds+

∫ 1

1
2

∫ 1−s

0
f (t, s) dtds

(3)

∫ 1

0

∫ 2t

t
f (t, s) dsdt =

∫ 1

0

∫ s

1
2
s
f (t, s) dtds+

∫ 2

1

∫ 1

1
2
s
f (t, s) dtds

(4)

∫ 1

0

∫ t

t2
f (t, s) dsdt =

∫ 1

0

∫ √
s

s
f (t, s) dtds

(5)

∫ log 2

0

∫ et

e−t

f (t, s) dsdt =
∫ 1

1
2

∫ log 2

− log s
f (t, s) dtds+

∫ 2

1

∫ log 2

log s
f (t, s) dtds

(6)

∫ 4

0

∫ √
4−t+2

√
t

f (t, s) dsdt =
∫ 2

0

∫ s2

0
f (t, s) dtds+

∫ 4

2

∫ 4−(s−2)2

0
f (t, s) dtds

A8.3

(1)

∫∫∫
D
xyzdxdydz =

∫ 1

0

∫ x

0

∫ y

0
xyzdzdydx

=

∫ 1

0

∫ x

0

1

2
xy3dydx

=
1

8

∫ 1

0
x5dx

=
1

48
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(2)

∫∫∫
D
(x+ y + z)xyzdxdydz =

∫ 1

0

(∫ 1−x

0

(∫ 1−x−y

0
(x+ y + z)xyzdz

)
dy
)

dx

=

∫ 1

0

(∫ 1−x

0

(
1

6
xy4 +

1

2
x2y3 +

(
1

2
x3 − 1

2
x

)
y2 +

(
1

6
x4 − 1

2
x2 +

1

3
x

)
y

)
dy
)

dx

=
1

120

∫ 1

0
x (x− 1)4 (x+ 4) dx

=
1

840

[1]

(3)

∫∫∫
D

(
x2 + y2 + z2

)
xyzdxdydz =

∫ 2

−2

∫ √
4−x2

−
√
4−x2

∫ √
4−x2−y2

−
√

4−x2−y2

(
x2 + y2 + z2

)
xyzdzdydx

=

∫ 2

−2

∫ √
4−x2

−
√
4−x2

0dydx

= 0

(4)

∫∫∫
D

sin (x+ y + z)dxdydz =

∫ π
2

0

∫ x

0

∫ x+y

0
sin (x+ y + z)dzdydx

=

∫ π
2

0

∫ x

0
(cos (x+ y)− cos (2 (x+ y))) dydx

=
1

2

∫ π
2

0
(−2 sinx+ 3 sin 2x− sin 4x) dx

=
1

2

(5)

∫∫∫
D
y2dxdydz = 8

∫ 1

0

∫ 1−x

0

∫ 1−x−y

0
y2dzdydx

= 8

∫ 1

0

∫ 1−x

0

(
−y3 − xy2 + y2

)
dydx

=
2

3

∫ 1

0
(x− 1)4 dx

=
2

15

B8.4

(1)

nのとき成立すると仮定する
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∫ 1

0

∫ x1

0
· · ·
∫ xn−1

0
dxn · · · dx2dx1 =

1

n!

n+ 1のときでは

LHS =

∫ 1

0

∫ x1

0
· · ·
∫ xn−1

0

∫ xn

0
dxn+1dxn · · · dx2dx1

=

∫ 1

0

∫ x1

0
· · ·
∫ xn−1

0
xndxn · · · dx2dx1

=
1

2

∫ 1

0

∫ x1

0
· · ·
∫ xn−2

0
x2n−1dxn−1 · · · dx2dx1

=
...

=
1

n!

∫ 1

0
xn1dx1

=
1

(n+ 1)!

帰納法より証明終わり

(2)

∫ x

0

(
· · ·
∫ x2

0
f (x1) dx1

)
dx =

∫ x

0

(
· · ·
∫ x3

0
f1 (x2) dx2

)
dx

=
...

=

∫ x

0
fn−1 (xn) dxn

= fn (x)

また、二つ目の等号について
nのとき

fn (x) =
1

(n− 1)!

∫ x

0
f (t) (x− t)n−1 dt

n+ 1のとき

fn+1 (x) =

∫ x

0
fn (t) dt

=

∫ x

0

(
1

(n− 1)!

∫ t

0
f (s) (t− s)n−1 ds

)
dt

Fubini
=

1

(n− 1)!

∫ t

0

(∫ x

0
f (s) (t− s)n−1 dt

)
ds

=
1

n!

∫ t

0
f (s) (x− s)n ds

3rd
=

1

n!

∫ x

0
f (t) (x− t)n dt

帰納法より証明おわり
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(3)

∫
A

dx (1)
=

∫ a

−a
· · ·
∫ xN−1

0
dxN · · · dx2dx1

(2)
= 2N · 1

N !
· aN

=
(2a)N

N !

B8.5

(1)

|A| =
∫
I
χA (x) dx

χA (x) ≥ 0から、|A| ≥
∫
I
0dx = 0

一方

χ∅ = 0 =⇒ |∅| =
∫
I
0dx = 0

(2)

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|
(1)
= |A|+ |B|

B8.6

(1)

{a} ⊂ [a, a)
|[a, a)| = 0
(Ik)1≤k≤n = [a, a)とすれば
証明終わり

(2)

Nj ⊂
∞∪

j,n=1

Ij,n =⇒
∞∪
j=1

Nj ⊂
∞∪
j=1

∞∪
n=1

Ij,n

∞∪
j=1

∞∪
n=1

Ij,n <

∞∪
j=1

ϵ ≤ ϵ0

(3)

N ′ ⊂ N ⊂ Rかつ N は Lebesgue零集合であるから

N ′ ⊂ N ⊂
∞∪
n=1

In,
∞∑
n=1

|In| < ϵ

よって集合族 {Ik}1≤k≤n は N ′ ⊂
∞∪
n=1

In,

∞∑
n=1

|In| < ϵをみたす集合族である

すなわち、N ′ も Lebesgue零集合である
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(4)

P := [0, 1] ∩Qとする

µ (P) =
∫

χPdx = 1 ̸= 0 =

∫
χPdx = µ (P)

=⇒ Pは不可測である
(1) と (2) より、有理数集合 Qは Lebesgue零集合である（無限個の一点（有理点）集合の和
集合も Lebesgue零集合）
だから、有理集合 Qの部分集合 [0, 1] ∩Qも Lebesgue零集合
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