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A9.1
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2
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で

JΦ−1 =
∂ (u, v)

∂ (x, y)
=

∣∣∣∣∣∣∣
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∂ (x, y)

∂ (u, v)
=

∣∣∣∣ v u
0 1
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∫ 1

0
u2v4dvdu

=
1

5
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(3)(
u
v

)
= Φ−1 (x, y) =

(
x+ y
x− y

)
で

JΦ−1 =
∂ (u, v)

∂ (x, y)
=

∣∣∣∣ 1 1
1 −1
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2∫∫
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∫ 4

1
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= Φ(u, v) =

(
u+ uv
u− uv

)
JΦ =
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
JΦ =

∂ (x, y)

∂ (u, v)
=

∣∣∣∣∣∣∣
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A9.2

(1)

∫∫
D

(
x2 + y2

)
dxdy =

∫ √
2

1

∫ 2π

0
r2 · rdθdr

= 2π

∫ √
2

1
r3dr

=
π

2

[
r4
]√2

1

=
3

2
π

(2)

∫∫
D

cos
(
x2 + y2

)
dxdy =

∫ 1

0

∫ π
2

0
r cos r2dθdr

=
π

2

∫ 1

0
r cos r2dr

=
π

4
sin 1

(3)

∫∫
D
e−(x

2+y2)dxdy =

∫ 2

0

∫ 2π

0
re−r2dθdr

= 2π

∫ 2

0
re−r2dr

= π

(
1− 1

e4

)

(4)(
x
y

)
= Ψ(r, θ) =

(
1 + r cos θ
r sin θ

)
=⇒ JΨ = r

∫∫
D
xydxdy =

∫ π

0

∫ 1

0
(r sin θ · (r cos θ + 1) · r) drdθ

=

∫ π

0

(
1

4
sin θ cos θ + sin θ

3

)
dθ

=
2

3

(5)

ここの範囲は (4) と同じであるから、同じように
(

x
y

)
= Ψ(r, θ) =

(
1 + r cos θ
r sin θ

)
を考え

よう
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∫∫
D
x2ydxdy =

∫ π

0

∫ 1

0

(
r sin θ · (r cos θ + 1)2 · r

)
drdθ

=
1

30

∫ π

0
sin θ (3 cos 2θ + 15 cos θ + 13) dθ

=
4

5

(6)

Figure 1:

計算してみると、境界の極座標にした方程式は r =
√

cos 2θ, θ ∈
[
−π

2
,
π

2

]
である(

x
y

)
= Ψ(r, θ) =

(
r
√

cos 2θ cos θ
r
√

cos 2θ sin θ

)

JΨ =
∂ (x, y)

∂ (r, θ)
= det

 cos θ
√

cos 2θ − r sin 3θ√
cos 2θ

sin θ
√

cos 2θ r cos 3θ√
cos 2θ

 = r cos 2θ

∫∫
D

1√
1 + x2 + y2

dxdy =

∫ 1

0

∫ π
2

−π
2

1

(1 + r2)2
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=

∫ 1

0

r
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(∫ π
2

−π
2

cos 2θdθ
)

dr

= 0
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(7)

∫∫
D

1√
1 + x2 + y2

dxdy =

∫ √
2

1

∫ 2π

0

r√
1 + r2

dθdr

= 2π

∫ √
2

1

r√
1 + r2

dr

= 2π
(√

3−
√
2
)

(8)

∫∫
D

xy√
x2 + y2

dxdy =

∫ 2

0

∫ π
2

−π
2

r3 sin 2θ

2r
dθdr

=
1

2

∫ 2

0

(
r

∫ π
2

−π
2

sin 2θdθ
)

dr

= 0

A9.3

(1)

∫∫∫
D
x2dxdydz =

∫ 1

0

∫ 2π

0

∫ π

0
r2 cos2 θ sin2 ϕ · r2 sinϕdϕdθdr

=

∫ 1

0

∫ 2π

0

(
r4 cos2 θ

∫ π

0
sin2 ϕdϕ

)
dθdr

=
π

2

∫ 1

0

∫ 2π

0

(
r4 cos2 θ

)
dθdr

=
π

2

∫ 1

0
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(∫ 2π

0
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)
dr

=
π2

2

∫ 1

0
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=
π2

10

(2)

∫∫∫
D
z2
√
x2 + y2 + z2dxdydz =

∫ 2

0

∫ 2π

0

∫ π
2

0
r2 cos2 ϕ · r · r2 sinϕdϕdθdr

=

∫ 2

0

∫ 2π

0

∫ π
2

0
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=
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∫ 2π

0
r5dθdr

=
2

3
π

∫ 2

0
r5dr

=
64
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(3)

∫∫∫
D
xyzdxdydz =

∫ √
2

0

∫ π
2

0

∫ π
2

0
r3 sin θ cos θ sin2 ϕ cosϕ · r2 sinϕdϕdθdr

=

∫ √
2

0

∫ π
2

0
r5 sin θ cos θ

(∫ π
2

0
sin3 ϕ cosϕdϕ

)
dθdr

=
1

4

∫ √
2

0

(
r5
∫ π

2

0
sin θ cos θdθ

)
dr

=
1

8

∫ √
2

0
r5dr

=
1

6

(4)

∫∫∫
D

1√
x2 + y2 + z2

dxdydz =

∫ 1

0

∫ π
2

0

∫ π
2

0

1

r
· r2 sinϕdϕdθdr

=

∫ 1

0

∫ π
2

0

∫ π
2

0
r sinϕdϕdθdr

=

∫ 1

0

∫ π
2

0
rdθdr

=
π

2

∫ 1

0
rdr

=
π

4

B9.4

(1)

ここでは直接に「面積」を考えるのは難しいが、n次元の球の「体積」を考えよう
きれいな証明方法:[1]

G (n) :=

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
exp

(
−

n∑
k=1

x2k

)
dx1 · · · dxn =

∏
k

∫ ∞

−∞
e−x2

kdxk =
n∏√

π = π
n
2

もう一つの計算のやり方は、帰納的に N 次元の球の球面 (N − 1次元)の「球殻の表面積」を
積分して、もう一つの次元の「半径」について積分すれば N 次元の体積を得られる.

G (n) =

∫ ∞

0
dr
∫
Sn−1(r)

exp
(
−r2

)
dSn−1 =

∫ ∞

0
dr · exp

(
−r2

)
Sn−1 (r)

Vn (r) ∝ rn =⇒ Sn−1 := nαrn−1

これで計算すると

G (n) = nα

∫ ∞

0
rn−1e−r2dr

=
n

2
α

∫ ∞

0

(
r2
)n

2
−1

e−r2dr2

=
αn

2
Γ
(n
2

)
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最初ガウス積分の形と比較すると

π
n
2 =

αn

2
Γ
(n
2

)
=⇒ α =

2π
n
2

nΓ
(
n
2

)
=⇒ Sn−1 (r) = n · 2π

n
2

nΓ
(
n
2

) · rn−1 =
2π

n
2

Γ
(
n
2

)rn−1

ここはもう測度が
2π

n
2

Γ
(
n
2

) であることがわかるが、一応最後まで計算しよう

Vn (r) =
π

n
2

Γ
(
n
2 + 1

)rn(ここで
1

2
nΓ
(n
2

)
= Γ

(n
2
+ 1
)
を使う）

きれいというより、ここでガウス積分を考える方法は強い注意力が必要. だが、これを使って
これより強い結論を導くことはできないらしい

一般的な方法
帰納的に考えると
n次元の球の体積を Cnr

n にすると

Vn+1 =

∫ r

−r
Cn

(
r2 − x2

)n
2 dx

x=r sin θ
= Cnr

n+1

∫ π
2

−π
2

cosn+1 θdθ

=
√
π

Γ
(
n
2 + 1

)
Γ
(
n+1
2 + 1

)rn+1

c1 は長さが x21 ≤ r2 である線分であるから、c1 = 2

その漸化式で書き直すと、Cn+1 = Cn

√
π
(
n
2

)
!(

n+1
2

)
!

だから、Cn =
π

n
2(

n
2

)
!
=

π
n
2

Γ
(
n
2 + 1

)
Vn (r) =

π
n
2

Γ
(
n
2 + 1

)rn
これを微分すると Sn−1 の球面の測度がわかる

(2)

実際これが (1) の一番目の方法の二番目の計算ことからわかる
左側は n次元の球「体積」で（なぜなら球対称）、右側は球面の単位面積（測度）から導いた
球面面積、そして球半径は ϕで、球の体積が得られる
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B9.5

(1)(
u
v

)
=: Φ (x, y) =

(
x+ y
x

)
JΦ =

∣∣∣∣ 1 1
1 0

∣∣∣∣ = −1

∫
D
f (x+ y) dxdy =

∫ a

0

∫ v

0
f (v) · 1dudv

=

∫ a

0
vf (v) dv

=

∫ a

0
xf (x) dx

(2)(
u
v

)
=: Ψ (x, y) =

(
ax+ by
−bx+ ay

)
JΨ =

∣∣∣∣ a b
−b a

∣∣∣∣ = 1

∫
D
f (ax+ by) dxdy =

∫ 1

−1

∫ √
1−u2

−
√
1−u2

f (u) dvdu

= 2

∫ 1

−1
f (u)

√
1− u2du

= 2

∫ 1

−1
f (r)

√
1− r2dr
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