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1 実数と複素数

Def 1. S ⊂ Rとする.

S∗ = {x ∈ R : S ⊂ (−∞, x]} , S∗ = {x ∈ R : S ⊂ [x,∞)}

· x ∈ S∗のとき、xは S の上界である

· x ∈ S∗のとき、xは S の下界である

· S∗ ̸= ∅のとき、S は上に有界である

· S∗ ̸= ∅のとき、S は下に有界である

· S は上にも下にも有界であるとき、S は有界である

Def 2. S ⊂ Rとする.

· x ∈ S ∩ S∗のとき、xは S の最大数である、maxS で書く

· 　 x ∈ S ∩ S∗のとき、xは S の最小数である、minS で書く

Thm 1. S ⊂ Rかつ S ̸= ∅とする

· S∗ ̸= ∅のとき、S∗の最小数 minS∗が存在する

· S∗ ̸= ∅のとき、S∗の最大数 maxS∗が存在する

Def 3. S ⊂ Rかつ S ̸= ∅とする

· S∗ ̸= ∅, supS = minS∗.また S∗ = ∅, supS = ∞

· S∗ ̸= ∅, infS = maxS∗.また S∗ = ∅, infS = −∞

Def 4.
{
xn]

}
は実数列とする

· xn ≤ xn+1 (n ∈ N)のとき、
{
xn]

}
は非減少である

· xn+1 ≤ xn (n ∈ N)のとき、{xn}は非増加である

Def 5. {xn}は実数列とし、a ∈ Rとする
任意の ϵ > 0に対して、n0 ∈ Nが存在し、n ≥ n0 ならば |xn − a| < ϵが成り立つとき、{xn}
は aに収束するといい、 lim

n→∞
xn = aまたは xn → aと表す

なお、xn → aをみたす a ∈ Rが存在するとき、{xn}は収束する、または {xn}は収束列であ
るという

Thm 2. {xn}は実数列とする

· {xn}が非減少かつ上に有界ならば、{xn}は収束する

· {xn}が非増加かつ下に有界ならば、{xn}は収束する

Def 6. {xn}は有界な実数列とする.n ∈ Nに対して

αn = inf {xk : k ≥ n} , βn = sup {xk : k ≥ n}

と定めると、α1 ≤ αn ≤ αn+1 ≤ βn+1 ≤ βn ≤ β1である

· {αn}は非減少かつ上に有界だから収束する.この極限値 lim
n→∞

infxnを {xn}の下極限という
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· {βn}は非増加かつ下に有界だから収束する.この極限値 lim
n→∞

supxnを {xn}の上極限という

Thm 3. {xn}は有界な実数列とする.以下同値：

· {xn}は収束列

· lim
n→∞

infxn = lim
n→∞

supxn

Def 7. {xn}は実数列とする.
任意の ϵ > 0に対して、n0 ∈ Nが存在し、m,n ≥ n0 ならば |xm − xn| < ϵが成り立つとき、
{xn}は Cauchy列である

Cor 1. Cauchy列は有界である

Thm 4. {xn}は実数列とする.以下同値：

· {xn}は収束列である

· {xn}は Cauchy列である

Def 8.

C =
{
x+ yi : (x, y) ∈ R2

}
z = x+ yi (x, y ∈ R)に対して

· xを zの実部といい、Rezで表す

· yを zの虚部といい、Imzで表す

· x− yiを zの共役複素数といい、zで表す

·
√
x2 + y2を zの絶対値といい、|z|で表す
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2 ノルム空間

Def 9. X を K上の線形空間とする.写像 ∥·∥ : X → Rがノルムであるとは、以下の条件が成
り立つことである：

· ∀x ∈ X, ∥x∥ ≥ 0.また、∥x∥ = 0 ⇐⇒ x = 0

· ∀α ∈ K, ∥αx∥ = |α| ∥x∥

· ∀x, y ∈ X, ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥

ノルム空間とは、線形空間とノルムの組 (X, ∥·∥)である

Def 10. x, y ∈ KN に対して、内積は

⟨x, y⟩ =
n∑

i=1

xiyi
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