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1 曲面片

D ⊂ R2は閉集合

σ : D → R3(
u
v

)
7→ σ (u, v) =

 x (u, v)
y (u, v)
z (u, v)


Def 1. σが次の条件を満たすとき S = σ (D)をσでパラメーター表示された曲面片とよぶ
(1) σは C∞

(2) ∀
(

a
b

)
∈ Dに対し、σu (a, b) =

∂σ

∂u
(a, b) , σv ∈ R3は線形独立

(3) σは単射(
a
b

)
∈ Dを固定し、曲線

{
Cu : x = σ (a+ t, b)

Cv : x = σ (a, b+ t)
を考える.

ẋ (0) =

lim
t→0

σ (a+ t, b)− σ (a, b)

t
= σu (a, b) Cu

σv (a, b) Cv

e.g. 1. p, a, b ∈ R3, D = R2, σ : R2 → R3,

(
u
v

)
7→ p + ua + vbとする.

a, bが線形独立なら、σ
(
R2

)
は σでパラメーター表示された曲面片（pを通り、a, bに平行な

平面）

Proof. (1) σ (u, v)の各成分は u, vの一次関数、故に C∞

(2) σu (u, v) = a, σv (u, v) = b、仮定より線形独立

(3)
(

c
d

)
,

(
c′

d′

)
∈ D,σ (c, d) = σ (c′, d′)とする

p + ca + db = p + c′a + d′b =⇒ (c− c′) a + (d− d′) b = 0
a, bが線形独立であるから、c− c′ = d− d′ = 0

だから
(

c
d

)
=

(
c′

d′

)
Rem 1. a, b ∈ R3に対し、a, b線形独立⇐⇒ a × b 6= 0

Proof.

a × b =

 a1
a2
a3

×

 b1
b2
b3


=

 a2b3 − a3b2
a3b1 − a1b3
a1b2 − a2b1


線形独立でない場合では、ai = kbiから、すべての成分は 0である

e.g. 2. グラフ型曲面片
D ⊂ R2は閉集合.f : D → R : C∞とする.

σ (u, v) =

 u
v

f (u, v)

((
u
v

)
∈ D

)
とおくと
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σ (D) =


 x

y
z

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣
(

x
y

)
∈ D, z = (x, y)

（zは f (x, y)のグラフ）は σでパラメーター

表示された曲面片

Proof. (1) f は D上 C∞から、σも C∞

(2) σu =

 1
0
fu

 , σv =

 0
1
fv

より σu × σv =

 −fu
−fv
1

 6= 0

(3)
(

c
d

)
,

(
c′

d′

)
∈ D,σ (c, d) = σ (c′, d′)とする c

d
f (c, d)

 =

 c′

d′

f (c′, d′)

 =⇒
(

c
d

)
=

(
c′

d′

)

e.g. 3. 球面
r > 0, D = (0, π)× (0, π) =

{(
u
v

)
∈ R2

∣∣∣∣0 < u < π, 0 < v < 2π

}

σ : D → R3(
u
v

)
7→

 r sinu cos v
r sinu sin v
r cosu



σ (D) は球面 S2 (r) =


 x

y
z

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣x2 + y2 + z2 = r2

 から x ≥ 0, y = 0 の部分を除い

た図形

Proof. (1) cos, sinは C∞から、σも D上 C∞

(2) σu =

 r cosu cos v
r cosu sin v
−r sinu

 , σv =

 −r sinu sin v
r sinu cos v

0



σu × σv = r2 sinu

 sinu cos v
sinu sin v

cosu


= r sinuσ (u, v)

σの中ではもう一つの rがあるから
‖σ (u, v)‖ = r > 0より、(σu × σv) (u, v) 6= 0

(3)
(

c
d

)
,

(
c′

d′

)
∈ D,σ (c, d) = σ (c′, d′)とする

第三成分では r cos c = r cos c′.0 < c, c′ < πで cosは [0, π]で全単射だから、c = c′

次は第 1,2成分{
r sin c cos d = r sin c′ cos d′

r sin c sin d = r sin c′ sin d′
=⇒

{
cos d = cos d′

sin d = sin d′
=⇒ d = d′

2 接平面
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