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1 実数と複素数

Def 1. S ⊂ Rとする.

S∗ = {x ∈ R : S ⊂ (−∞, x]} , S∗ = {x ∈ R : S ⊂ [x,∞)}

· x ∈ S∗のとき、xは S の上界である

· x ∈ S∗のとき、xは S の下界である

· S∗ ̸= ∅のとき、S は上に有界である

· S∗ ̸= ∅のとき、S は下に有界である

· S は上にも下にも有界であるとき、S は有界である

Def 2. S ⊂ Rとする.

· x ∈ S ∩ S∗のとき、xは S の最大数である、maxS で書く

· 　 x ∈ S ∩ S∗のとき、xは S の最小数である、minS で書く

Thm 1. S ⊂ Rかつ S ̸= ∅とする

· S∗ ̸= ∅のとき、S∗の最小数 minS∗が存在する

· S∗ ̸= ∅のとき、S∗の最大数 maxS∗が存在する

Def 3. S ⊂ Rかつ S ̸= ∅とする

· S∗ ̸= ∅, supS = minS∗. また S∗ = ∅, supS = ∞

· S∗ ̸= ∅, infS = maxS∗. また S∗ = ∅, infS = −∞

Def 4.
{
xn]
}
は実数列とする

· xn ≤ xn+1 (n ∈ N)のとき、
{
xn]
}
は非減少である

· xn+1 ≤ xn (n ∈ N)のとき、{xn}は非増加である

Def 5. {xn}は実数列とし、a ∈ Rとする
任意の ϵ > 0に対して、n0 ∈ Nが存在し、n ≥ n0 ならば |xn − a| < ϵが成り立つとき、{xn}
は aに収束するといい、 lim

n→∞
xn = aまたは xn → aと表す

なお、xn → aをみたす a ∈ Rが存在するとき、{xn}は収束する、または {xn}は収束列であ
るという

Thm 2. {xn}は実数列とする

· {xn}が非減少かつ上に有界ならば、{xn}は収束する

· {xn}が非増加かつ下に有界ならば、{xn}は収束する

Def 6. {xn}は有界な実数列とする.n ∈ Nに対して

αn = inf {xk : k ≥ n} , βn = sup {xk : k ≥ n}

と定めると、α1 ≤ αn ≤ αn+1 ≤ βn+1 ≤ βn ≤ β1である

· {αn}は非減少かつ上に有界だから収束する.この極限値 lim inf
n→∞

xnを {xn}の下極限という
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· {βn}は非増加かつ下に有界だから収束する.この極限値 lim sup
n→∞

xnを {xn}の上極限という

Thm 3. {xn}は有界な実数列とする.以下同値：

· {xn}は収束列

· lim
n→∞

infxn = lim
n→∞

supxn

Def 7. {xn}は実数列とする.
任意の ϵ > 0に対して、n0 ∈ Nが存在し、m,n ≥ n0 ならば |xm − xn| < ϵが成り立つとき、
{xn}は Cauchy 列である

Cor 1. Cauchy 列は有界である

Thm 4. {xn}は実数列とする.以下同値：

· {xn}は収束列である

· {xn}は Cauchy 列である

Proof. (i)=⇒(ii)
xn

n→∞−→ xとすると、∃N ∈ N, s.t.∀n,m ≥ N, d (xn, x) <
1

2
ϵ, d (xm, x) <

1

2
ϵ

よって d (xn, xm) ≤ d (xn, x) + d (xm, x) < ϵ
(ii)=⇒(i) は背理法で考えよう
{xn}は収束列でないと仮定すると、{xn}が Cauchy 列より、有界である.
αn := inf {xk : k ≥ n} , βn := sup {xk : k ≥ n}
α = lim inf

n→∞
xn, β = lim sup

n→∞
xnとおく

背理法の仮定より、収束でないから α < β である

ϵ0 =
1

3
(β − α)とおく、{xn}は Cauchy 列であるから

∃n ∈ N, s.t.∀n,m ≥ N, |xn − xm| < ϵ0
また、αn0 < α+ ϵ0だから、∃p ∈ N, s.t.p ≥ n0かつ xp < α+ ϵ0
同様に、β − ϵ0 < βn0 だから
∃q ∈ N, s.t.q ≥ n0かつ β − ϵ0 < xq
このとき p, q ≥ n0かつ |xp − xq| = xq − xp > ϵ0だから
仮定と矛盾する.ゆえに {xn}は収束列である

Def 8.

C =
{
x+ yi : (x, y) ∈ R2

}
z = x+ yi (x, y ∈ R)に対して

· xを zの実部といい、Rezで表す

· yを zの虚部といい、Imzで表す

· x− yiを zの共役複素数といい、zで表す

·
√

x2 + y2を zの絶対値といい、|z|で表す

e.g. 1. r1, r2 ≥ 0, θ1, θ2 ∈ Rとし

z1 = r1 (cos θ1 + i sin θ1) , z2 = r2 (cos θ2 + i sin θ2)

とする.このとき、z1z2 = r1r2 (cos (θ1 + θ2) + i sin (θ1 + θ2))
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Proof.

z1z2 = r1r2 (cos θ1 + i sin θ1) (cos θ2 + i sin θ2)

= r1r2 ((cos θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2) + i (sin θ1 cos θ2 + cos θ1 sin θ2))

= r1r2 (cos (θ1 + θ2) + i sin (θ1 + θ2))

e.g. 2. z1, z2 ∈ Cに対し、|z1z2| = |z1| |z2| , |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|

Proof. 以下は |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|だけ示す

|z1 + z2|2 = (z1 + z2) (z1 + z2)

= |z1|2 + 2Re (z1z2) + |z2|2

≤ |z1|2 + 2 |z1z2|+ |z2|2

= |z1|2 + 2 |z1| |z2|2

= (|z1|+ |z2|)2
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2 ノルム空間

Def 9. X を K上の線形空間とする.写像 ∥·∥ : X → Rがノルムであるとは、以下の条件が成
り立つことである：

· ∀x ∈ X, ∥x∥ ≥ 0. また、∥x∥ = 0 ⇐⇒ x = 0

· ∀α ∈ K, ∥αx∥ = |α| ∥x∥

· ∀x, y ∈ X, ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥

ノルム空間とは、線形空間とノルムの組 (X, ∥·∥)である

Def 10. x, y ∈ KN に対して、内積は

⟨x, y⟩ =
n∑

i=1

xiyi

Prop 1. x, y ∈ KN に対し、Schwarz の不等式 |⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥ ∥y∥を示せ

Proof. y = 0のときは自明であるから、以下は y ̸= 0のときを考えよう
y ̸= 0とする、t ∈ Kに対して

0 ≤ ∥x− ty∥2 = ⟨x− ty, x− ty⟩ = ∥x∥2 − t⟨y, x⟩ − t⟨x, y⟩+ |t|2 ∥y∥2

Def 11. (X, ∥·∥)をノルム空間とし、{un}を X の点列とする

· lim
n→∞

∥un − u∥ = 0を満たす u ∈ X が存在するとき、{un}は X の収束列である.

· ∀ϵ > 0に対し、n0 ∈ Nが存在し、m,n ≥ n0ならば ∥um − un∥ < ϵが成り立つとき、{un}は
X の Cauchy 列である

· X の任意の Cauchy 列が収束列であるとき、X は完備である

· 完備なノルム空間を Banach 空間とする

Problem 1. 収束列は Cauchy 列である

Proof. xn
n→∞−→ xとする.{xn}は収束列であるから

∀ϵ > 0, ∃M,N ∈ N, s.t.∀n ≥ M,N, d (xM , x) <
1

2
ϵ, d (xN , x) <

1

2
ϵ

d (xM , xN ) ≤ d (xM , x) + d (xN , x) <
1

2
ϵ+

1

2
ϵ = ϵ

Problem 2. Cauchy 列は有界である

Proof. {xn}n∈Nを Cauchy 列とする.ϵ = 1とすると、∃N ∈ N, s.t.∀m,n ≥ N, |xn − xm| < 1.
特に m = 1 と固定すると、∀n ≥ M, |xn −XN | ≤ 1. よって、{xn}≥N は有界である. なお、
x1, x2, · · · , xN−1を含めても有界集合である

e.g. 3. RN は Banach 空間である
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Proof. {xn}n ∈ Nを RN の Cauchy 列とし、xn =
(
x1n, · · · , xNn

)
とする.

j ∈ {1, 2, · · · , n}に対して、
∣∣∣xjm − xjn

∣∣∣ ≤ ∥xm − xn∥

だから
{
xjn
}
n∈N
は Rの Cauchy 列である

Rは完備だから、∃xj ∈ R, s.t.
∣∣∣xjn − xn

∣∣∣ n→∞−→ 0

ここで x =
(
x1, · · · , xN

)
とおくと、x ∈ RN であり、∥xn − x∥2 =

N∑
j=1

∣∣xjn − xj
∣∣2 n→∞−→ 0

だから、{xn}n∈Nは RN の収束列である

Prop 2. CN は Banach 空間

Prop 3. Kは Rまたは Cとする、以下を示せ
(1)

(
KN , ∥·∥1

)
は Banach 空間である

(2)
(
KN , ∥·∥∞

)
は Banach 空間である

e.g. 4. (C [−1, 1] , ∥·∥1)は Banach 空間でないことを示せ

Proof. I = [−1, 1]とおく、n ∈ Nに対して、un (t) =


0 (−1 ≤ t ≤ 0)

nt
(
0 < t < 1

n

)
1

(
1
n ≤ t ≤ 1

) と定める.
=⇒ un ∈ C (I).

また、m,n ∈ N, n < mに対して、∥um − un∥1 =
∫ 1

n

0
|um (t)− un (t)| dt ≤

1

n
だから

{un}は (C (I) , ∥·∥)の Cauchy 列である.
次は {un}は (C (I) , ∥·∥1)の収束列ではないことを示す.
{un}は (C (I) , ∥·∥1)の収束列であると仮定する.
このとき、∃u ∈ C (I) , s.t. lim

n→∞
∥un − u∥1 = 0

−1 ≤ t ≤ 0のとき、un (t) = 0 (n ∈ N)だから∫ 0

−1
|un (t)| dt =

∫ 0

−1
|un (t)− u (t)| dt

≤
∫ 1

−1
|un (t)− u (t)| dt

= ∥un − u∥1
n→∞−→ 0

よって、

∫ 0

−1
|u (t)| dt = 0であり、u ∈ C (I)であるから

u (t) = 0 (−1 ≤ t ≤ 0)

次に δ ∈ (0, 1)を任意にとる、n ≥ 1

δ
のとき、

1

n
≤ δだから∫ 1

δ
|u (t)− 1| dt =

∫ 1

δ
|u (t)− un (t)| dt

≤ ∥un − u∥1
n→∞−→ 0

よって、

∫ 1

δ
|u (t)− 1| dt = 0であり、u ∈ C (I)だから u (t) = 1 (δ ≤ t ≤ 1)

ここで δ ∈ (0, 1)は任意だから、u (t) =

{
1 (0 < t ≤ 1)

0 (−1 ≤ t ≤ 0)
であり、u /∈ C (I)となり、矛盾

故に、{un}は (C (I) , ∥·∥1)の収束列ではない
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3 級数

以下、K は Rまたは Cとし、(X, ∥·∥)は体K 上の Banach 空間とする

Def 12. {an}は X の点列とし、Sn =
n∑

k=1

ak (n ∈ N)とおく

X の点列 {Sn}が収束するとき、級数
∞∑
k=1

ak は収束する

また、収束しないとき発散するという

Thm 5.
∞∑
k=1

ak が収束するならば an
n→∞−→ 0, (in X)

Proof. Sn =
n∑

k=1

ak とおき、Sn
n→∞−→ S, (in X)とすると

an = Sn − Sn−1
n→∞−→ S − S = 0, (in X)

Thm 6.
∞∑
k=1

ak と

∞∑
k=1

bk がともに収束すると仮定する

このとき、α, β ∈ K に対して、
∞∑
k=1

(αak + βbk)は収束し、
∞∑
k=1

(αak + βbk) = α
∞∑
k=1

ak +β
∞∑
k=1

bk

Proof. n ∈ Nに対して
n∑

k=1

(αak + βbk) = α
n∑

k=1

ak + β
n∑

k=1

bk

−→ α
∞∑
k=1

ak + β
∞∑
k=1

bk

Thm 7.

∞∑
k=1

∥ak∥ < ∞ならば、
∞∑
k=1

ak < ∞は収束する

Proof. ∀ϵ > 0を任意にとる.
∞∑
k=1

∥ak∥ < ∞だから、∃N ∈ N, s.t.
∞∑

k=N

∥ak∥ < ϵ

sn =
n∑

k=1

ak とおく、m > n ≥ N のとき

∥sm − sn∥ =

∥∥∥∥∥
m∑

k=n+1

ak

∥∥∥∥∥
≤

m∑
k=n+1

∥ak∥

≤
∞∑

k=N

∥ak∥

< ϵ

よって、{sn}は X の Cauchy 列であり、X は完備だから、{sn}は収束する
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Def 13.

∞∑
k=1

∥ak∥ < ∞のとき、
∞∑
k=1

ak は絶対収束するという

Thm 8.
(
d′Alembertの判別法

)
an ∈ X\ {0} , (n ∈ N)とし、極限値 lim

n→∞

∥an+1∥
∥an∥

= lが存在すると仮定する.このとき、

(1) l < 1ならば、

∞∑
k=1

ak は絶対収束する

(2) l > 1ならば、

∞∑
k=1

ak は発散する

Proof. (1) l < r < 1をみたす rっをとる. lim
n→∞

∥an+1∥
∥an∥

= lだから、p ∈ Nが存在し、n ≥ pな

らば、∥an+1∥ ≤ ∥an∥ r
k ∈ Nに対して、∥ap+k∥ ≤ ∥ap∥ rk だから

∞∑
n=1

∥an∥ =

p∑
n=1

∥an∥+
∞∑
k=1

∥ap+k∥

≤
p∑

n=1

∥an∥+ ∥ap∥
∞∑
k=1

rk

< ∞

(2) lim
n→∞

∥an+1∥
∥an∥

= l > 1だから、q ∈ Nが存在し、n ≥ qならば ∥an+1∥ ≥ ∥an∥

n ≥ qのとき ∥an∥ ≥ ∥aq∥ > 0だから、{a0}は 0に収束しない

よって

∞∑
k=1

ak は収束しない

Thm 9.
∞∑
n=1

anは絶対収束すると仮定する.また、ϕ : N −→ Nは全単射とする.

このとき、

∞∑
k=1

aϕ(k)は絶対収束し、

∞∑
k=1

aϕ(k) =

∞∑
n=1

an

Proof. n ∈ Nに対して、p (n) = max {ϕ (1) , · · · , ϕ (n)}とおくと

n∑
k=1

∥∥aϕ(k)∥∥ ≤
p(n)∑
l=1

∥al∥

≤
∞∑
l=1

∥al∥

< ∞

よって、
∞∑
k=1

aϕ(k)は絶対収束する.

次に、n ∈ Nに対して、q (n) = max
{
ϕ−1 (1) , · · · , ϕ−1 (n)

}
とおくと
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{
ϕ−1 (j) : j = 1, 2, · · · , n

}
⊂ {1, 2, · · · , q (n)}から、{1, 2, · · · , n} ⊂ {ϕ (k) : k = 1, 2, · · · , q (n)}

よって ∥∥∥∥∥
n∑

k=1

aϕ(k) −
n∑

l=1

al

∥∥∥∥∥ ≤

∥∥∥∥∥∥
n∑

k=1

aϕ(k) −
q(n)∑
k=1

aϕ(k)

∥∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥∥
q(n)∑
k=1

aϕ(k) −
n∑

l=1

al

∥∥∥∥∥∥
≤

∞∑
k=n+1

∥∥aϕ(k)∥∥+ ∞∑
l=n+1

∥al∥

n→∞−→ 0

よって、
∞∑
k=1

aϕ(k) =
∞∑
l=1

al

e.g. 5. z ∈ C, |z| < 1のとき、等比級数

∞∑
k=0

zk は
1

1− z
に収束することを示せ

解. z ̸= 1, n ∈ Nに対して、
n∑

k=0

zk =
1− zn+1

1− z
だから

∣∣∣∣∣
n∑

k=0

zk − 1

1− z

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ zn+1

1− z

∣∣∣∣
=

|z|n+1

|1− z|

よって、|z| < 1のとき、

∞∑
k=0

zk = lim
n→∞

n∑
k=0

zk =
1

1− z

e.g. 6. z ∈ C, |z| ≥ 1のとき、
∞∑
k=0

zk は収束しないことを示せ

解. |z| ≥ 1より、
∣∣zk∣∣ = |z|k ≥ 1 (k ∈ N)だから、

{
zk
}
は 0に収束しない

よって、
∞∑
k=0

zk は収束しない

e.g. 7.

∫ 1

0

1

1 + x
dx = log 2を用いて、以下を示せ

∞∑
k=1

(−1)k+1

k
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · · = log 2

解. n ∈ N, x ̸= −1に対して、1− x+ x2 − x3 + · · ·+ (−1)n−1 xn−1 =
1

1 + x
− (−1)n

xn

1 + x

これを xに関して 0から 1まで積分すると
n∑

k=1

(−1)k+1

k
= log 2− (−1)n

∫ 1

0

xn

1 + x
dx

ここで、

∣∣∣∣(−1)n
∫ 1

0

xn

1 + x
dx

∣∣∣∣ = ∫ 1

0

xn

1 + x
dx ≤

∫ 1

0
xndx =

1

n+ 1

n→∞−→ 0から、証明終わり
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4 指数関数

e.g. 8. ∀z ∈ C,
∞∑
n=0

zn

n!
は絶対収束することを示せ

Proof. z = 0のときは自明であるから、以下は z ̸= 0とする.an =
zn

n!
とおくと

|an+1|
|an|

=
|z|

n+ 1

n→∞−→ 0

から、d’Alembert の判定法より

∞∑
n=0

zn

n!
は絶対収束する

e.g. 9. ∀z ∈ C,
∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
z2k,

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
z2k+1は絶対収束することを示せ

Proof. ∀z ∈ C
∞∑
k=0

∣∣∣∣∣(−1)k

(2k)!
z2k

∣∣∣∣∣ =
∞∑
k=0

|z|2k

(2k)!

≤
∞∑
n=0

|z|n

n!

< ∞

Def 14. z ∈ Cに対して

exp z =

∞∑
n=0

zn

n!
, cos z =

∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
z2k, sin z =

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
z2k+1

e.g. 10. z ∈ Cに対して、eiz = cos z + i sin zを示せ

Proof. z ∈ C

eiz =

∞∑
k=0

(iz)k

k!

= lim
n→∞

2n+1∑
k=0

(iz)k

k!

= lim
n→∞

(
n∑

k=0

(−1)k

(2k)!
z2k + i

n∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
z2k+1

)

=
∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
z2k + i

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
z2k+1

= cos z + i sin z

Prop 4. z ∈ Cに対して

(1) cos (−z) = cos z, sin (−z) = − sin z
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(2) cos z =
1

2

(
eiz + e−iz

)
, sin z =

1

2i

(
eiz − e−iz

)
Thm 10. {an} , {bn}を複素数列とし

cn =
∑

j+k=n

ajbk, n ∈ Z≥0と定める.また、
∞∑
j=0

aj ,
∞∑
k=0

bk はともに絶対収束すると仮定する

このとき、
∞∑
n=0

cnは絶対収束し、

 ∞∑
j=0

aj

( ∞∑
k=0

bk

)
=

∞∑
n=0

cn

Proof. α =

∞∑
j=0

|aj | , β =

∞∑
k=0

|bk|とおく.m ∈ Nに対して

m∑
n=0

|cn| ≤
m∑

n=0

∑
j+k=n

|ajbk|

≤
m∑
j=0

m∑
k=0

|aj | |bk|

=

 m∑
j=0

|aj |

( m∑
k=0

|bk|

)
≤ αβ

よって、
∞∑
n=0

cnは絶対収束する.

また ∣∣∣∣∣∣
2m∑
n=0

cn −

 ∞∑
j=0

aj

( ∞∑
k=0

bk

)∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
2m∑
n=0

∑
j+k=n

ajbk −

 m∑
j=0

aj

( m∑
k=0

bk

)∣∣∣∣∣∣
≤

2m∑
j=m+1

m∑
k=0

|aj | |bk|+
2m∑

k=m+1

m∑
j=0

|aj | |bk|

≤ β
2m∑

j=m+1

|aj |+ α
2m∑

k=m+1

|bk|

m→∞−→ 0

から

∞∑
n=0

cn = lim
m→∞

2m∑
n=0

cn

= lim
m→∞

 m∑
j=0

aj

( m∑
k=0

bk

)

=

 ∞∑
j=0

aj

( ∞∑
k=0

bk

)

e.g. 11. z, w ∈ Cに対して、ezew = ez+w を示せ
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Proof. ez =

∞∑
n=0

zn

n!
, eω =

∞∑
n=0

wn

n!

ezew =

 ∞∑
j=0

zj

j!

( ∞∑
k=0

wk

k!

)

=

∞∑
n=0

 ∑
j+k=n

zjwk

j!k!


=

∞∑
n=0

(z + w)n

n!

= ez+w

Prop 5. 0 < r < 1, θ ∈ Rとする.以下が成り立つ：

∞∑
k=0

rk cos (kθ) =
1− r cos θ

1− 2r cos θ + r2

∞∑
k=1

rk sin (kθ) =
r sin θ

1− 2r cos θ + r2

12
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5 関数空間

K は R または N とする. 集合 S 上の K 値関数全体を F (S) , (F (S,K)) で表す. すなわち、
f ∈ F (S) ⇐⇒ f : S → K

f, g ∈ F (S) , α ∈ Kに対して

{
(f + g) (x) = f (x) + g (x)

(αf) (x) = αf (x)
と定めると、F (S)は K上の線形

空間となる.
また、S 上の有界な関数全体を B (S)で表す.
すなわち、f ∈ F (S)に対して、f ∈ B (S) ⇐⇒ sup {|f (x)| : x ∈ S} < ∞

Prop 6. B (S)は線形空間 F (S)の部分空間である.また、∥f∥S = sup {|f (x)| : x ∈ S}と定め
ると、(B (S) , ∥·∥S)はノルム空間となる

Proof. 定数関数 0は明らかに B (S)に属する.f, g ∈ B (S)とする、x ∈ Sに対して、|(f + g) (x)| =
|f (x) + g (x)| ≤ |f (x)|+|g (x)| ≤ ∥f∥S+∥g∥S.よって f+g ∈ B (S)かつ ∥f + g∥S ≤ ∥f∥S+∥g∥S
f ∈ B (S) , α ∈ Kとする.x ∈ S に対して

|(αf) (x)| = |αf (x)|
= |α| |f (x)|
≤ |α| ∥f∥S

よって、αf ∈ B (S)かつ ∥αf∥S ≤ |α| ∥f∥S
さらに、α ̸= 0のとき、∥f∥S =

∥∥∥∥ 1ααf

∥∥∥∥
S

≤ 1

|α|
∥αf∥S

だから |α| ∥f∥S ≤ ∥αf∥S
これは α = 0のときも成り立つので ∥αf∥S = |α| ∥f∥S
最後に f ∈ B (S)に対して、0 ≤ ∥f∥S < ∞
また、∥0∥S = 0は明らか.さらに ∥f∥S = 0のとき、∀x ∈ Sに対して、|f (x)| ≤ ∥f∥S = 0だか
ら f (x) = 0 (x ∈ S)
よって f = 0

Def 15. {fn} ⊂ B (S)
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