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1 曲面片
D ⊂ R2は閉集合

σ : D → R3(
u
v

)
7→ σ (u, v) =

 x (u, v)
y (u, v)
z (u, v)


Def 1. σが次の条件を満たすとき S = σ (D)をσでパラメーター表示された曲面片とよぶ
(1) σは C∞

(2) ∀
(
a
b

)
∈ Dに対し、σu (a, b) = ∂σ

∂u
(a, b) , σv ∈ R3は線形独立

(3) σは単射(
a
b

)
∈ Dを固定し、曲線

{
Cu : x = σ (a+ t, b)

Cv : x = σ (a, b+ t)
を考える.

ẋ (0) =
limt→0

σ (a+ t, b)− σ (a, b)

t
= σu (a, b) Cu

σv (a, b) Cv

e.g. 1. p,a,b ∈ R3, D = R2, σ : R2 → R3,

(
u
v

)
7→ p+ ua+ vbとする.

a,bが線形独立なら、σ (R2
)は σ でパラメーター表示された曲面片（pを通り、a,bに平行

な平面）
Proof. (1) σ (u, v)の各成分は u, vの一次関数、故に C∞

(2) σu (u, v) = a, σv (u, v) = b、仮定より線形独立
(3)
(
c
d

)
,

(
c′

d′

)
∈ D,σ (c, d) = σ (c′, d′)とする

p+ ca+ db = p+ c′a+ d′b =⇒ (c− c′)a+ (d− d′)b = 0
a,bが線形独立であるから、c− c′ = d− d′ = 0

だから
(
c
d

)
=

(
c′

d′

)
Rem 1. a,b ∈ R3に対し、a,b線形独立⇐⇒ a× b 6= 0

Proof.

a× b =

 a1
a2
a3

×

 b1
b2
b3


=

 a2b3 − a3b2
a3b1 − a1b3
a1b2 − a2b1


線形独立でない場合では、ai = kbiから、すべての成分は 0である
e.g. 2. グラフ型曲面片
D ⊂ R2は閉集合.f : D → R : C∞とする.

σ (u, v) =

 u
v

f (u, v)

(( u
v

)
∈ D

)
とおくと
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σ (D) =


 x

y
z

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣
(
x
y

)
∈ D, z = (x, y)

（zは f (x, y)のグラフ）は σでパラメーター

表示された曲面片
Proof. (1) f は D上 C∞から、σも C∞

(2) σu =

 1
0
fu

 , σv =

 0
1
fv

より σu × σv =

 −fu
−fv
1

 6= 0

(3)
(
c
d

)
,

(
c′

d′

)
∈ D,σ (c, d) = σ (c′, d′)とする c

d
f (c, d)

 =

 c′

d′

f (c′, d′)

 =⇒
(
c
d

)
=

(
c′

d′

)

e.g. 3. 球面
r > 0, D = (0, π)× (0, π) =

{(
u
v

)
∈ R2

∣∣∣∣0 < u < π, 0 < v < 2π

}
σ : D → R3(
u
v

)
7→

 r sinu cos v
r sinu sin v
r cosu



σ (D) は球面 S2 (r) =


 x

y
z

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣x2 + y2 + z2 = r2

 から x ≥ 0, y = 0 の部分を除い

た図形
Proof. (1) cos, sin は C∞から、σも D上 C∞

(2) σu =

 r cosu cos v
r cosu sin v
−r sinu

 , σv =

 −r sinu sin v
r sinu cos v

0



σu × σv = r2 sinu
 sinu cos vsinu sin v

cosu


= r sinuσ (u, v)

σの中ではもう一つの rがあるから
‖σ (u, v)‖ = r > 0より、(σu × σv) (u, v) 6= 0

(3)
(
c
d

)
,

(
c′

d′

)
∈ D,σ (c, d) = σ (c′, d′)とする

第三成分では r cos c = r cos c′.0 < c, c′ < πで cos は [0, π]で全単射だから、c = c′

次は第 1,2 成分{
r sin c cos d = r sin c′ cos d′
r sin c sin d = r sin c′ sin d′ =⇒

{
cos d = cos d′
sin d = sin d′ =⇒ d = d′

2 接平面と変数変換

S ⊂ R2 を σ : D → R3 でパラメーター表示された曲面片とし、
(
a
b

)
∈ D,p = σ (a, b) ∈ S

とする
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Def 2. 点pを通り、ベクトル σu (a, b) , σv (a, b)に平行な平面 {p+ ξσu (a, b) + ησv (a, b)|ξ, η ∈ R}
を S の点 pにおける接平面とよぶ. 接平面に平行なベクトル、垂直なベクトルをそれぞれ接
ベクトル、法ベクトルとよぶ.
Rem 2. ここで
· 接ベクトル：σu (a, b) , σv (a, b)の線形結合 ξσu (a, b) + ησv (a, b) (ξ, η ∈ R)

· 法ベクトル：σu (a, b) , σv (a, b)両方に垂直なベクトル = σu (a, b)× σv (a, b)のスカラー倍
v ∈ R3が接ベクトル⇐⇒ v · (σu (a, b)× σv (a, b)) = 0

よって、接平面 =
{x ∈ R3

∣∣(x− p) · (σu (a, b)× σv (a, b)) = 0
}

Def 3. n : D → R3 を n (u, v) = σu (u, v)× σv (u, v)

‖σu (u, v)× σv (u, v)‖
と定め、σが定める S の単位法ベクト

ル場とよぶ.

e.g. 4. σ (u, v) =
 r sinu cos v

r sinu sin v
r cosu

 (0 < u < π, 0 < v < 2π)

p =

 x0
y0
z0

 = σ (a, b) , 0 < a < π, 0 < b < 2πとする

σu (a, b)× σv (a, b) = r sin aσ (a, b). ノルムは |r sin a| ‖σ (a, b)‖ = r2 sin a

n (a, b) = 1

r
σ (a, b) =

1

r

 x0
y0
z0


接平面の方程式: x− x0

y − y0
z − z0

 · (r sin a)
 x0

y0
z0

 = 0 ⇐⇒ x0 (x− x0) + y0 (y − y0) + z0 (z − z0) = 0

U, V ⊂ Rn開集合、Φ : U → V が微分同相 def⇐⇒ Φ全単射で、Φ,Φ−1 : C∞

Φが微分同相なら、各 x ∈ U におけるヤコビ行列 (DΦ) (x)は正則で、
(DΦ) (x)−1 = D

(
Φ−1

)
(Φ (x))

Prop 1. R ⊂ R2 開集合、Φ : E → D微分同相とする.S は σ ◦ Φ : E → R3 でパラメーター表
示された曲面片でもある.σ ◦ Φを σの

(
u
v

)
= Φ(s, t)による変数変換とよぶ.

Proof. τ = σ ◦ Φとおく.σ,Φ : C∞より τ も C∞.( u, v ) = Φ(s, t)とおくと
τs (s, t) = σu (Φ (s, t))us (s, t) + σv (Φ (s, t)) vs (s, t)
τt (s, t) = σu (Φ (s, t))ut (s, t) + σv (Φ (s, t)) vt (s, t)
よって

τs × τt = (usσu + vsσv)× (utσu + vtσv)

= usvtσu × σv + vsutσv × σu

= (usvt − vsut)σu × σv

=

∣∣∣∣ us ut
vs vt

∣∣∣∣σu × σv

= (detDΦ)σu × σv(
s
t

)
∈ E なら、Φ :微分同相より det (DΦ) (s, t) 6= 0

また、曲面片の定義より、σu × σv 6= 0, τs (s, t)× τt (s, t) 6= 0
σ単射、Φ単射より、τ = σ ◦ Φ単射
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Def 4. 変数変換が向きを保つ def⇐⇒ det (DΦ) (s, t) > 0,

(
s
t

)
∈ E

変数変換が向きを反対にする def⇐⇒ det (DΦ) (s, t) < 0,

(
s
t

)
∈ E

Prop 2. この Φについて、σ, τ = σ ◦ Φが定める単位法ベクトル場を nσ,nτ と表すと
nτ (s, t) =

{
nσ (Φ (s, t)) 向きを保つとき
−nσ (Φ (s, t)) 反対にするとき

Proof. 先の計算の両辺でノルムをとると、nτ (s, t) = detDΦ(s, t)

|detDΦ(s, t)|
nσ (Φ (s, t))

e.g. 5. A =

(
a b
c d

)
,detA 6= 0,Φ : R2 → R2,

(
s
t

)
7→
(
u
v

)
= A

(
s
t

)
=

(
as+ bt
cs+ dt

)
E = Φ−1 (D)とおくと、Φ|E : E → Dは微分同相、(DΦ) (s, t) =

(
a b
c d

)
= A

∴ Φが向きを保つ⇐⇒ detA > 0

3 曲面積と面積分
S ⊂ R3 を σ : D → R3 でパラメーター表示された曲面片とする.T ⊂ S とし、σ−1 (T ) ⊂ R2 は
面積確定、有界とする.

Def 5. Area (T ) =
∫∫

σ−1(T )
‖σu × σv‖dudvを T の曲面積とよび、dA = ‖σu × σv‖dudvを面

積要素とよぶ
Rem 3. 曲線の長さ
C : x = r (t) , (a ≤ t ≤ b)の長さ L (C) =

∫ b

a
‖ṙ (t)‖dt

面積の拡大率:

= lim
∆u∆v→0

∆A

∆u∆v

= lim
∆u∆v→0

1

∆u∆v
‖(σ (u+∆u, v)− σ (u, v))× (σ (u, v +∆v)− σ (u, v))‖

= lim
∆u∆v→0

∥∥∥∥σ (u+∆u, v)− σ (u, v)

∆u
× σ (u, v +∆v)− σ (u, v)

∆v

∥∥∥∥
= ‖σu (u, v)× σv (u, v)‖

Def 6. f : T → R,v : T → R3連続のとき
∫∫

T
fdA =

∫∫
σ−1(T )

f (σ (u, v)) ‖σu × σv‖dudv∫∫
T
v · dA =

∫∫
σ−1(T )

v (σ (u, v)) · (σu × σv)dudv
を (T に沿う)面積分とよぶ

T を細かく分割、T =
N⋃
i=1

Ti、各 Tiの点 piをとる

N∑
i=1

f (pi)Area (Ti)
分割−→

∫∫
T
fdA

D R3

S

n

σ
n(σ(u,v))=n(u,v)
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すると dA = (σu × σv)dudv = ndAより∫∫
T
v · dA =

∫∫
T
(v · n)dA∫∫

T
v · dA =

∫∫
T
v · ndAは vの「高さ」の面積要素による積分

e.g. 6. h, r > 0定数

σ (u, v) =

 r cosu
r sinu
v

 , (0 < u < 2π, 0 < v < h)

σu =

 −r sinu
r cosu

0

 , σv =

 0
0
1

 , σu × σv =

 r cosu
r sinu

0

 , ‖σu × σv‖ = r

Area (S) =

∫∫
D
‖σu × σv‖dudv =

∫∫
D
rdudv = 2πrh

e.g. 7. v (x, y, z) =
 xz − y

x+ yz
ez

 , (x, y, z ∈ R)とおくと

∫∫
S
v · dA =

∫∫
D
v (σ (u, v)) · (σu × σv)dudv

=

∫∫
D

 rv cosu− r sinu
r cosu+ rv sinu

ev

 ·

 r cosu
r sin v

0

dudv
=

∫∫
D
r2vdudv

= πr2h2

Prop 3. Φ : E −→ D微分同相、τ = σ ◦ Φとする.
(1)
∫∫

T
fdAは σを τ に置き換えても同じ

(2) Φが向きを保つなら
∫∫

T
v · dAについても同じ

Proof. (JΦ) (s, t) := det (DΦ) (s, t)

(1)
∫∫

σ−1(T )
f (σ (u, v)) ‖(σu × σv) (u, v)‖dudv((

u
v

)
= Φ(s, t)

)
=⇒=

∫∫
Φ−1(σ−1(T ))

f (σ (Φ (s, t))) ‖(σu × σv) (Φ (s, t))‖ · |(JΦ) (s, t)|dsdt

=

∫∫
τ−1(T )

f (τ (s, t)) ‖(τs × τt) (s, t)‖dsdt

(2)
∫∫

T
v · dA =

∫∫
T
v · ndA
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4 ストークスの定理
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5 正則曲面
Def 7. R3 の部分集合 S の各点 pに対し、以下の条件を満たす pの開近傍 U ⊂ R3 と C∞ 関
数 f : U → Rが存在するとき、S を正則曲面とよぶ
· S ∩ U = f−1 ({0})

· (∇f) (p) 6= 0

Prop 4. U ⊂ R3開集合、f : U → R3：C∞関数とし、S = f−1 ({0})とおく.∀p ∈ S, (∇f) (p) 6=
0 =⇒ S は正則曲面で、f は S の各点における局所方程式である
Proof. ∀p ∈ S,U, f が条件を満たす

e.g. 8. r > 0, S2 (r) =


 x

y
z

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣x2 + y2 + z2 = r2

は正則曲面
Proof. f : R3 → R,

 x
y
z

 7→ x2 + y2 + z2 − r2とおくと、f は C∞で f−1 ({0}) = S2 (r)なら

x2 + y2 + z2 = r2 > 0,∇f 6= 0

Def 8. ∅ 6= D ⊂ R2 を開集合から R3 への写像 σ : D → R3 が以下の条件をみたすとき σを S
の局所パラメーター表示とよぶ
· σ (D) ⊂ S

· σ (D)は σでパラメーター表示された曲面片である
Thm 1. ∀p ∈ S に対し、pの周辺の（つまり p ∈ σ (D)であるような）S の局所パラメーター
表示 σ : D → R3が存在する

Proof. p =
 a

b
c

 ∈ S とすると

∃U : pの開近傍、∃f : U → R : C∞、S ∩ U = f−1 ({0}) , (∇f) (p) 6= 0
(∇f) (p) 6= 0より、fx (p) , fy (p) , fz (p)のどれかは 6= 0、x, y, z を入れ替えて fz (p) 6= 0と仮
定すると、陰関数の定理より、方程式 f (x, y, z) 6= 0を pの周辺で z = g (x, y)の形で表せる
（g : C∞）
つまり V ⊂ R2,W ⊂ R：開集合
g : V →W : C∞で
· p ∈ V ×W ⊂ U

·

 x
y
z

 ∈ V ×W に対し、f (x, y, z) = 0 ⇐⇒ z = g (x, y)

となるものが存在.

このとき、Sn (V ×W ) =


 x

y
g (x, y)

∣∣∣∣∣∣
(
x
y

)
∈ V

(z = g (x, y)のグラフ)

そこで σ : V → R3 を σ (u, v) =

 u
v

g (u, v)

と定めると、σ (V ) = Sn (V ×W )は σでパラメ

ーター表示された曲面片

8
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Rem 4.
{
fx (p) 6= 0 =⇒ x = g (y, z)

fy (p) 6= 0 =⇒ y = g (x, z)
の形のグラフで表せる

e.g. 9. S = S2 (r) 3 p =

 −r
0
0

,p周辺の局所パラメーター表示を考える
S = f−1 ({0}) , f (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − r2

fx (p) = −2r 6= 0より f 6= 0を xについて解いてみると x = ±
√
r2 − y2 − z2

pがみたすのはマイナスの方
そこで、x = −

√
r2 − y2 − z2のグラフを考える

D =

{(
u
v

)
∈ R2

∣∣∣∣u2 + v2 < r2
}

σ−→ R3,

(
u
v

)
7→

 −
√
r2 − u2 − v2

u
v

とおくと
f (σ (u, v)) =

(
−
√
r2 − u2 − v2

)2
+ u2 + v2 − r2 = 0より

σ (D) ⊂ S で −
√
r2 − u2 − v2は D上 C∞より、σは C∞

σはグラフ型より (2) もＯＫ
p = σ (0, 0) ∈ σ (D)より σは p周辺の局所パラメーター表示
Thm 2. σ : D → R3, τ : E → R3 が S の局所パラメーター表示で σ (D) ∩ τ (E) 6= ∅であると
する.{
D′ = σ−1 (σ (D) ∩ τ (E))

E′ = τ−1 (σ (D) ∩ τ (E))
とおくと、∃Φ : E′ → D′微分同相、τ |E = σ|D′ ◦ Φ

9
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6 接空間と正則曲面の向き
S ⊂ R2正則曲面
f : p ∈ S における局所方程式とし、TpS :=

{
v ∈ R3

∣∣(∇f) (p) · v = 0
}

(∇f) (p) 6= 0より、TpS は R3の２次元部分ベクトル空間
Prop 5. σ : D → R3を点 p周辺の局所パラメーター表示とする
TpS =

{曲面片σ (D)のpにおける接ベクトル}
Proof. σ (u, v) = pとする.σ (D) ⊂ S より、

(
a
b

)
の周りで f (σ (u, v)) ≡ 0

=⇒

0 =
∂

∂u
f (σ (u, v))

∣∣∣
u=a,v=b

= fx (p)xu (a, b) + fy (p) yu (a, b) + fz (p) zu (a, b)

= (∇f) (p) · σu (a, b)

同様に (∇f) (p) · σv (a, b) = 0
∴ ∀ξ, η ∈ R, ξσu (a, b) + ησv (a, b) ∈ TpS
⊃が示された. 両辺 2次元ベクトル空間なので =

Def 9. TpS を S の点 pにおける接（ベクトル空間）とよび、その元を接ベクトルとよぶ
⋆ : p+ TpS := {p+ v|v ∈ TpS} :接平面
e.g. 10. S = S2 (r) , f (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − r2

(∇f) = (x0, y0, z0) =

 2x0
2y0
2z0


=⇒ p =

 x0
y0
z0

 ∈ S2 (r)に対し

TpS
2 (r) =


 ξ

η
ζ

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣
(

2x0
2y02z0

)
·

 ξ
η
ζ

 = 0


=


 ξ

η
ζ

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣x0ξ + y0η + z0ζ = 0


Def 10. 正則曲面 S が向き付け可能 ⇐⇒ 連続写像 n : S → R3で{
‖n (p)‖ = 1

n (p) ⊥ TpS
となるものが存在. このような nを S 上の単位法ベクトル場とよぶ

e.g. 11. U ⊂ R3開、f : U → R : C∞

S =


 x

y
z

 ∈ U

∣∣∣∣∣∣f (x, y, z) = 0


(∇f) (p) 6= 0 (p ∈ S)なら、TpS =

{
v ∈ R3

∣∣(∇f) (p) · v = 0
}

よって、n : S → R3, p 7→ (∇f) (p)
‖(∇f) (p)‖

は S 上の単位法ベクトル場

Def 11. 向き付け可な正則曲面 S と単位法ベクトル場 n : S → R3の対 (S, n)を向き付けられ
た正則曲面とよぶ.

10
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以下、(S, n) :向き付けられた曲面とする.σ : D → R3を S の局所パラメーター表示とする
と、各

(
u
v

)
∈ Dで

(σu × σv) (u, v)

‖(σu × σv) (u, v)‖
= ±n (σ (u, v))

Def 12. 局所パラメーター表示 σ : D → R3が

正（負）の向きを持つ def⇐⇒ (σu × σv) (u, v)

‖(σu × σv) (u, v)‖
= +n (σ (u, v)) , (−n (σ (u, v)))

Rem 5. σが負の向きなら
例えば E :=

{(
s
t

)
∈ R2

∣∣∣∣( t
s

)
∈ D

}
とおいて、Φ : E → D,

(
s
t

)
7→
(
u
v

)
=

(
t
s

)
で

変数変換すると σ ◦ Φ : E → R3, (s, t) 7→ σ (t, s)は正の向き（もとが正なら負になる）
Rem 6. 正の向き、負の向きを持つ局所パラメーター表示はどの点の周りでも存在
e.g. 12. S = S2 (r) = f−1 ({0}) , f (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − r2

(∇f) (p) (x, y, z) =

 2x
2y
2z

より、S2 (r)上 ‖∇f‖ = 2
√
x2 + y2 + z2 = 2r

∴ n (x, y, z) =
∇f
‖∇f‖

=
1

r

 x
y
z

は S2 (r)上の単位法ベクトル場. これで S2 (r)を向き付ける

e.g. 13. S2 (r)の局所パラメーター表示 σ (u, v) =

 u
v

−
√
r2 − u2 − v2

 ,
(
u2 + v2 < r2

)が正
の向きか調べる

σu =

 1
0
⋆

 , σv =

 0
1
⋆

 , σu × σv =

 ⋆
⋆
1

 > 0

一方、n (σ (u, v))の第三成分 1

r

(
−
√
r2 − u2 − v2

)
は < 0

σは負の向き.

τ (s, t) = σ (t, s) =

 t
s

−
√
r2 − t2 − s2

なら正の向き

11
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7 正則曲面上の面積分とストークスの定理
S: 正則曲面、T ⊂ S
以下の条件をみたす T1, T2, · · · , Tnが存在すると仮定

(M1) T =
N⋃
i=1

Ti

(M2) 各 i について、ある S の局所パラメーター表示 σi : D1 → R3 と面積確定な有界集合
Ki ⊂ Diがあって、σi (Ki) = Ti

(M3) i 6= j なら、σ−1
i (Ti ∩ Tj)は面積 0

Def 13. f : T → Rに対し∫∫
T
fdA =

N∑
i=1

∫∫
Ti

fdA

=
N∑
i=1

∫∫
Ki

f (σi (u, v)) ‖(σi)u × (σi)v‖dudv

特に Area (T ) =

∫∫
T
1dA =

N∑
i=1

Area (Ti)

S が単位法ベクトル場 nで向き付けられているとき、各 σi を正の向きに取って、v : T → R3

に対して ∫∫
T
v · dA =

∫∫
T
v · ndA

=

N∑
i=1

∫∫
Ki

v (σi (u, v)) · ((σi)u × (σi)v)dudv

e.g. 14. S = S2 (r) , Area (S) =?

Proof. σ (u, v) =
 r sinu cos v

r sinu sin v
r cosu

 , 0 < u < π, 0 < v < 2π

τ (u, v) =

 −r sinu cos v
r cosu

r sinu sin v


τ ′ (C)は cosu = 0, sinu cos v ≤ 0

つまり、u =
π

2
,
π

2
≤ v ≤ 3π

2
の部分 τ ′ (C)の面積は 0

∴ Area (C) =

∫∫
τ ′(C)

‖τu × τv‖dudv = 0

Area (S) = Area (S\C) +Area (C)

=

∫ 2π

0

∫ π

0
‖σu × σv‖dudv

=

∫ 2π

0

∫ π

0
r2 sinududv

= 4πr2

12
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Def 14. 正則曲面 S が R3の有界閉集合でもあるとき、S を閉曲面とよぶ
S が閉集合 ⇐⇒ R3の収束点列 {xn}に対し、もし xn ∈ S (n ∈ N)なら必ず lim

n→∞
xn ∈ S

e.g. 15. (1) 平面は有界でない
(2) 上半球面（赤道含まず）S は有界だが閉ではない

xn =


0√

1− 1

n+ 1√
1

n+ 1

 ∈ S だが lim
n→∞

xn =

 0
1
0

 /∈ S

(3) 球面、トーラスは閉曲面
Thm 3. (閉曲面に対するストークスの定理)
(S, n)を向き付けられた閉曲面とすると、S を含む開集合 U 上のベクトル場 v : U → R3 に対
し、

∫∫
S
(∇× v)dA = 0

13
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8 ガウスの発散定理
Def 15. T ⊂ R3 が曲四面体 def⇐⇒ ∃V,W ∈ R3 開集合,∃ϕ : V → W 微分同相,∃∆ ⊂ V 四面
体,ϕ (∆) = T

Thm 4. T を含む開集合上のベクトル場 vに対し∫∫∫
T
(∇ · v)dxdydz =

4∑
j=1

∫∫
Fj

v · dA

=

∫∫
∂T
v · dA

Thm 5. （ガウスの発散定理）
V ⊂ R3を有界領域とし、境界 ∂V を含む閉曲面であると仮定する
このとき、V = V ∪ ∂V を含む開集合 U 上のベクトル場 v : U → R3に対し∫∫

∂V
v · dA =

∫∫∫
V
(∇ · v)dxdydz

ただし、∂V の向きは単位法ベクトル場が V から出る方向となるようにつける
Proof. V に含まれる曲四面体 T1, · · · , TN を次の条件をみたすようにとれる

(1) V =
N⋃
i=1

Ti

(2) i 6= j のとき Ti ∩ Tj 6= 0なら Tiは一つの面か一辺か一頂点
このとき Tiの面を Fij (j = 1, 2, 3, 4)とすると∫∫∫

V
(∇ · v)dxdydz =

N∑
i=1

∫∫∫
Ti

(∇ · v)dxdydz

=

N∑
i=1

N∑
j=1

∫∫
Fj

v · dA (∗)

Fij について、Fij 6⊂ ∂V なら Fij = Fi′j′ となる (i′, j′)がただ一つ存在.Fij と Fi′j′ の向きは反
対なので

∫∫
Fij

v · dA+

∫∫
Fi′j′

v · dA = 0

(∗) =
∑

Fij⊂∂V

∫∫
Fij

v · dA

=

∫∫
∂V
v · dA

e.g. 16. r (x) = ‖x‖とおく. ガウスの発散定理のような V に対し、0 /∈ V なら、
∫∫

∂V

x

r3
·dA = 0

Proof. 0 /∈ V より、 x

r3
は V を含む開集合 R3\ {0}上 C∞

∇ · x
r3

=
∂

∂x

( x
r3

)
+

∂

∂y

( x
r3

)
+

∂

∂z

( x
r3

)
=

3

r3
− 3

r5
(
x2 + y2 + z2

)
= 0

14
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よって ∫∫
∂V

x

r3
dA =

∫∫∫
V
∇ ·
( x
r3

)
dxdydz

= 0

e.g. 17. 0 ∈ V,

∫∫
∂V

x

r3
dA = 4π

Proof. ϵ > 0を Bϵ =
{
x ∈ R3

∣∣‖x‖ < ϵ
}
⊂ V となるように取る

V ′ = V \Bϵとおく. ガウスの発散定理を使うと
∫∫

∂V

x

r3
= 0

15
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9 微分形式
U ⊂ Rn：閉集合、p ∈ U に対し、TpU = Rn：U の点 pにおける接空間
U の座標を (x1, · · · , xn)とするとき、TpU の座標を (dx1, · · · ,dxn)と表す

Def 16. dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik : (TpU)k → R, (1 ≤ i1, i2, · · · , ik ≤ n)

(dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxin) (v1, · · · , vk) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dxi1 (v1) dxi1 (v2) · · · dxi1 (vk)
dxi2 (v1)

... ... ...
... ... ... ...

dxik (v1) · · · · · · dxik (vk)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
と定める
特に、i1, · · · , ik の中に同じものがあると、dxi1 ∧ · ∧ dxik = 0

e.g. 18. (n = 3)
dz ∧ dx = −dx ∧ dz
dx ∧ dy ∧ dz = −dx ∧ dz ∧ dy = dz ∧ dx ∧ dy
dx ∧ dx = dy ∧ dy = dz ∧ dz = 0

よって、k > nなら、∀i1, · · · , ik,dxi1 ∧ · · · ∧ dxik = 0（i1, · · · , ik の中で必ず重複がある）
f : U → Rに対し、p : v1, · · · , vk の関数
fdxi1 ∧ · · · ∧ dxik : (p, v1, · · · , vk) 7→ f (p) (dxi1 ∧ · · · ∧ dxik) (v1, · · · , vk)が定まる
Def 17. U 上の k次微分形式（k−形式）とは、U 上のC∞関数 fi1···ik : U → R, (1 ≤ i1, · · · , ik ≤ n)
を用いて

ω =
n∑

i1,··· ,ik=1

fi1,··· ,ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik

と表される p ∈ U, v1, · · · , vk ∈ TpU の関数.(p, v1, · · · , vk)における値を ωp (v1, · · · , vk)と表す
Rem 7. U 上の 0−形式は単に U 上の C∞関数 f : U → Rである

e.g. 19. (1) ω = dx+ xdyは R上の 1−形式、p =
(
x
y

)
, v =

(
a
b

)
に対し

ωp (v) = dx (v) + x (p)dy (v)
= a+ xb

(2) U =


 x

y
z

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣y > 0

、ω = exdy ∧ dz − log ydz ∧ dxは U 上の 2−形式

p =

 x
y
z

 , v =

 a
b
c

 , w =

 d
e
f

に対し
ωp (v, w) = ex

∣∣∣∣ b e
c f

∣∣∣∣− log y ∣∣∣∣ c f
a d

∣∣∣∣
= (bf − ce) ex − (cd− af) log y

16
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交代性より、任意の k−形式 ωは ω =
∑

1≤i1<···<ik≤n

hi1···ikdxi1 ∧ · ∧dxik の形で表せる.ここ

で hi1···ik は C∞関数
例えば、n = 3の場合
1‑形式 fdx+ gdy + hdz
2‑形式 fdx ∧ dy + gdx ∧ dz + hdy ∧ dz
3‑形式 fdx ∧ dy ∧ dz
Def 18. U 上の k−形式 α、l−形式 β をそれぞれ

α =

n∑
i1,··· ,ik=1

fi1···ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik

β =

n∑
j1,··· ,jl=1

gj1···jldxj1 ∧ · · · ∧ dxjl

に対して

α ∧ β =

n∑
i1,··· ,ik=1

n∑
j1,··· ,jl=1

fi1···ikgj1···jldxj1dxi1 ∧ · · · ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjl

(k + l)−形式 α ∧ β を αと β の外積とよぶ.
k = 0または l = 0のとき、α ∧ β = αβ

e.g. 20. n = 3

·
(
x2dx+ ydz) ∧ (dy − xydz) = x2dx ∧ dy − x3ydx ∧ dz + ydz ∧ dy−xy2dz ∧ dz

· dy ∧ (xdy ∧ dz) = xdy ∧ dy ∧ dz = 0

Prop 6. U 上の k−形式 α, α1, α2、l−形式 β、m−形式 γ に対して以下成立

(α1 + α2) ∧ β = α1 ∧ β + α2 ∧ β
β ∧ (α1 + α2) = β ∧ α1 + β ∧ α2

(α ∧ β) ∧ γ = α ∧ (β ∧ γ)
α ∧ β = (−1)kl β ∧ α

17
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10 外微分

18
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11 微分形式の引き戻しと積分

Def 19. U 上の k−形式 ω =

n∑
i1,··· ,ik=1

fi1···ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik に対し、V 上の k−形式 ϕ∗ωを

ϕ∗ω =
n∑

i1,··· ,ik=1

(fi1···ik ◦ ϕ)dϕi1 ∧ · · · ∧ dϕik

と定め、ωの ϕによる引き戻しとよぶ
Prop 7. U 上の k−形式 α、l−形式 β に対して以下成立

ϕ∗ (α ∧ β) = ϕ∗α ∧ ϕ∗β

Prop 8. U 上の k−形式 ωに対し、以下は成立

d (ϕ∗ω) = ϕ∗ (dω)

Prop 9. U ⊂ Rn, V ⊂ Rm,W ⊂ Rl を開集合とし、ϕ : B → U,ψ : W → V を C∞ 写像とする
と、U 上の k−形式 ωに対し次が成り立つ

19
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12 ポアンカレの補題
Def 20. U ⊂ Rn：開集合とする．ω ∈ Ωk (U)とする (k ≥ 0)
1. ωが閉形式 def⇐⇒ dω = 0

2. k > 0のとき，kが完全形式 def⇐⇒ ∃η ∈ Ωk−1 (U) ,dη = ω

完全 0形式は定数関数 0をさす

k = 0のとき f ∈ Ω0 (U)に対し，df =

n∑
i=1

∂f

∂xi
dxiで f が閉 ⇐⇒ ∂f

∂xi
= 0

k = nのとき，(n+ 1)形式は 0しかないので，全ての n形式は閉．d2 = 0より，完全形式は
必ず閉形式である
Def 21. U が点 p ∈ U について星型 def⇐⇒ ∀x ∈ U, ∀t ∈ [0, 1] , tp+ (1− t)p ∈ U
言い換えれば p,xを結ぶ線分 ⊂ U

U が凸 def⇐⇒ U の任意の p ∈ U について星型
Thm 6. ポアンカレの補題
U のある点 p ∈ U について星型なら，k > 0のとき U 上の任意の閉 k−形式は完全形式
Proof.

F : Rn+1 = Rn × R → Rn

(x, t) 7→ tx+ (1− t)p
と定め，Û = F−1 (U) とおく，F は連続より Û は開集合．また，仮定より U × [0, 1] ⊂ Û．
ι0, ι1 : U → Û を ι0 (x) = (x, 0) , ι1 (x) = (x, 1)と定める
Lem 1. 線型写像 Jk : Ωk

(
Û
)
→ Ωk−1 (U) , (k > 0)で ι∗1τ − ι∗0τ = Jk+1 (dτ) + d (Jkτ)をみた

すものが存在
ここで τ ∈ Ωk

(
Û
)
, k > 0

この補題より，ω ∈ Ωk (U) , (k > 0) ,dω = 0とする．補題より ι∗1F
∗ω−ι∗0F ∗ω = Jk+1 (dF ∗ω)+

d (Jk (F ∗ω))で
{
(F ◦ ι1) (x) = F (x, 1) = x
(F ◦ ι0) (x) = F (x, 0) = p , (x ∈ U)

よって，(F ◦ ι1)∗ ω = ω, (F ◦ ι0)∗ ω = 0．すなわち ω = d (Jk (F ∗ω))：完全

補題の証明. Û の座標を (x1, x2, · · · , xn, t)と表す．Ωk
(
Û
)
の元は次の形いくつかの和

1. fdxi1 ∧ · · · ∧ dxik
2. gdt ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjk−1

Jk : Ωk
(
Û
)
→ Ωk−1 (U)を Jk (fdxi1 ∧ · · · ∧ dxik) = 0, Jk

(
gdt ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjk−1

)
=

(∫ 1

0
g (x, t)dt

)
dxj1 ∧ · · · ∧ dxjk−1

∈ Ωk−1 (U)によって定める．これが条件をみたすことを
示す．
線形性より τ は 1または 2としてOK
1. dxI = dxi1 ∧ · · · ∧ dxik と略記，d (Jkτ) = d (0) = 0

Jk+1 (dτ) = Jk+1

(
∂f

∂t
dt ∧ dxI +

∑
i

∂f

∂xi
dxi ∧ dxI

)
=

(∫ 1

0

∂f

∂t
dt
)
dxI

= (f (x, 1)− f (x, 0))dxI
ι∗1τ − ι∗0τ = f (x, 1)dxI − f (x, 0)dxI = Jk+1 (dτ) + d (Jkτ)
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2.

d (Jkτ) = d
((∫ 1

0
gdt
)
dxJ

)
=
∑
i

∂

∂xi

(∫ 1

0
g (x, t)dt

)
dxi ∧ dxJ

=
∑
i

(∫ 1

0

∂g

∂xi
dt
)
dxi ∧ dxJ

Jk+1 (dτ) = Jk+1

(∑
i

∂g

∂xi
dxi ∧ dt ∧ dxJ

)
= −

∑
i

(∫ 1

0

∂g

∂xi
dt
)
dxi ∧ dxJ

∴ Jk+1 (dτ) + d (Jkτ) = 0
一方，ι∗1dt = d (1) = 0, ι∗0dt = 0より ι∗1τ − ι∗0τ = 0

e.g. 21. U = R2\ {0}とする．ω =
−y

x2 + y2
dx+

x

x2 + y2
dy ∈ Ω1 (U) ,dω = 0だが ωは完全形

式ではない

Proof. C :

(
x
y

)
=

( cos t
sin t

)
, 0 ≤ t ≤ 2π について，もし ω が完全なら

∫
C
ω =

∫
C
df =

f (b)− f (a) = 0
ところが ∫

C
ω =

∫ 2π

0
(− sin t)d (cos t) + cos td (sin t)

=

∫ 2π

0

(
sin2 t+ cos2 t

)
dt

= 2π 6= 0
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