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1 §1

1.1 E1.1
(1)
f = x2 + 4y2 + z2 − 4x− 2z + 1とすると，f は C∞であるから，S ∩ R3 = f−1 ({0})

∀p =

 x
y
z

 ∈ R3, (∇f) (p) =

 2x− 4
8y

2z − 2

から，(∇f) (p) = 0となるのは
 2

0
1

だけである
が，

 2
0
1

 /∈ S ので，∀p ∈ S, (∇f) (p) 6= 0

以上より，S が正則曲面である

(2)

x2+4y2+z2−4x−2z+1 = 0 ⇐⇒ (x− 2)2+4y2+(z − 1)2 = 4 ⇐⇒
(
x− 2

2

)2

+y2+

(
z − 1

2

)2

= 1

よって，σ (u, v) =

 2 sinu cos v + 2
sinu sin v
2 cosu+ 1

とすると，D := (0, π) × (0, 2π)とし，σ (D) ⊂ S で

あり，p = σ
(π
2
, π
)
となる．また，σ (D)は σでパラメータ表示された曲面片であるから，σ

は S の局所パラメータ表示である

(3)

TpS =


 x

y
z

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣(∇f) (p) ·

 x
y
z

 =


 x

y
z

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣
 −4

0
0

 ·

 x
y
z

で −4
0
0

 ·

 0
1
1

 = 0であるから，v ∈ TpS

σu =

 2 cosu cos v
cosu sin v
−2 sinu

 , σv =

 −2 sinu sin v
sinu cos v

0

だから
σu

(π
2
, π
)
=

 0
0
−2

 , σv

(π
2
, π
)
=

 0
−1
0

 =⇒ v =

 0
1
1

 = −1

2
σu

(π
2
, π
)
− σv

(π
2
, π
)

=⇒ γ (t) = σ

(
π

2
− 1

2
t, π − t

)

1.2 E1.2
(1)
f = x2 + y2 − 2xz − 1とすると，f は C∞であるから，S ∩ R3 = f−1 ({0})

∀p ∈ R3, (∇f) (p) =

 2 (x− z)
2y
−2x

 , (∇f) (p) = 0となるのは
 0

0
0

だけであるが
 0

0
0

 /∈ S

よって ∀p ∈ S, (∇f) (p) 6= 0
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(2)
x2 + y2 − 2xz = 1 ⇐⇒ (x− z)2 + y2 = z2 + 1で，中心 (z0, 0)，半径

√
z2 + 1の円を表ている

D := (0, 2π)×Rとし，σ (u, v) =


√
v2 + 1 cosu+ v√
v2 + 1 sinu+ v

v

とすれば，σ (D) ⊂ Sかつ p = σ (π, 0)

であり，さらに σ (D)は S でパラメータ表示された曲面片であるから，σ は S の局所パラメ
ータ表示である

(3)

(∇f) (p) · v =

 −2
0
2

 ·

 2
0
2

 = 0から v ∈ TpS

また v = 2σv (π, 0)であるから，γ (t) = σ (π + 0t, 0 + 2t) = σ (π, 2t)

1.3 P1.1
(1)
f = xy − 1とすると，f は C∞であるから，S ∩ R3 = f−1 ({0})

(∇f) (p) =

 y
x
0

 = 0をみたす pは
 0

0
0

だけであるが 0
0
0

 /∈ S だから，∀p ∈ S, (∇f) (p) 6= 0

以上より，S が正則曲面である

(2)

σ (u, v) =

 u
1
u
v

とおくと，D := (R− {0}) × Rとし，σ (D) ⊂ S かつ p = σ (−1, 1)であり，

さらに σ (D)は S でパラメータ表示された曲面片であるから，σ は S の局所パラメータ表示
である

(3)

(∇f) (p) · v =

 −1
−1
0

 ·

 1
−1
3

 = 0から v ∈ TpS

σu =

 1
− 1

u2

0

 , σv =

 0
0
1

で，v = 1 · σu (−1, 1)+ 3 · σv (−1, 1)から，γ (t) = σ (t− 1, 3t+ 1)
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1.4 P1.2
(1)
f = 3x2 + 2y2 − 6zとすると，f : C∞より，S ∩ R3 = f−1 ({0})

(∇f) (p) =

 6x
4y
−6

の第三成分より ∀p ∈ S, (∇f) (p) 6= 0

以上より，S が正則曲面

(2)

σ (u, v) =

 u
v

1
6

(
3u2 + 2v2

)
とおくと，D := R2 とし，σ (D) ⊂ S かつ p = σ

(
0,
√
3
)であり，

σ (D)は S でパラメータ表示された曲面片であるから，σは S のパラメータ表示である

(3)

(∇f) (p) · v =

 0

4
√
3

−6

 ·

 −1√
3
2

 = 0から，v ∈ TpS

σu =

 1
0
u

 , σv =

 0
1
2
3v

で，v = −1·σu
(
0,
√
3
)
+
√
3·σv

(
0,
√
3
)から，γ (t) = σ

(
−t,

√
3 (1 + t)

)

1.5 P1.3
(1)
f = 3x2 − 2y2 − 6zとすると，f : C∞より，S ∩ R3 = f−1 ({0})

(∇f) (p) =

 6x
−4y
−6

の第三成分より ∀p ∈ S, (∇f) (p) 6= 0

以上より，S が正則曲面

(2)

σ (u, v) =

 u
v

1
6

(
3u2 − 2v2

)
とおくと，D := R2 とし，σ (D) ⊂ S かつ p = σ (2,−3)であり，

σ (D)は S でパラメータ表示された曲面片であるから，σは S のパラメータ表示である

(3)

σu =

 1
0
u

 , σv =

 0
1

−2
3v

で，v = 2·σu (2,−3)−3·σv (2,−3)から，γ (t) = σ (2 + 2t,−3− 3t)
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1.6 P1.4
(1)
f = x2 + y2 − z2 − 1とすると，f : C∞より S ∩ R3 = f−1 ({0})

(∇f) (p) =

 2x
2y
−2z

 = 0 となるのは
 0

0
0

 だけであるから，
 0

0
0

 /∈ S から，∀p ∈

S, (∇f) (p) 6= 0
以上より，S が正則曲面である

(2)

σ (u, v) =


√
v2 + 1 cosu√
v2 + 1 sinu

v

とき，D : (0, 2π)× Rとし，σ (D) ⊂ S かつ p = σ
(π
4
,−1

)
であ

り，σ (D)は S でパラメータ表示された曲面片であるから，σは S のパラメータ表示である

(3)

(∇f) (p) · v =

 2
2
2

 ·

 −4
2
2

 = 0から，v ∈ TpS

σu =

 −
√
v2 + 1 sinu√
v2 + 1 cosu

0

σv =


v√
v2+1

cosu
v√
v2+1

sinu
1


=⇒ σu

(
π
4 ,−1

)
=

 −1
1
0

 , σv

(π
4
,−1

)
=

 −1
2

−1
2
1


=⇒ v = 3 · σu

(π
4
,−1

)
+ 2 · σv

(π
4
,−1

)
から，γ (t) = σ

(
3t+

π

4
, 2t− 1

)
1.7 P1.5
(1)
f = x2 + y2 − z2 + 1とすると，f : C∞より，S ∩ R3 = f−1 ({0})

(∇f) (p) =

 2x
2y
−2z

 = 0となるのは
 0

0
0

だけであり，
 0

0
0

 /∈ Sから，∀p ∈ S, (∇f) (p) 6= 0

以上より，S が正則曲面である

(2)

σ (u, v) =


√
v2 − 1 cosu√
v2 − 1 sinu

v

とき，D : (0, 2π) × Rとし，σ (D) ⊂ S かつ p = σ (α,−2)であ

り (cosα =
1√
3
, sinα =

√
2

3
)，σ (D)は S でパラメータ表示された曲面片であるから，σは S

のパラメータ表示である
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(3)

(∇f) (p) · v =

 2

2
√
2

4

 ·

 2

−
√
2

0

 = 0から，v ∈ TpS

σu =

 −
√
v2 − 1 sinu√
v2 − 1 cosu

0

 , σv =


v√
v2−1

cosu
v√
v2−1

sinu
1


=⇒ σu (α,−2) =

 −
√
2

1
0

 , σv (α,−2) =

 −2
3

−2
3

√
2

1


=⇒ v = −

√
2 · σu (α,−2)から，γ (t) = σ

(
α−

√
2t,−2

)
1.8 P1.6
(1)
f = x2 + y2 + z2 − 4

√
x2 + y2 + 3とすると，f : C∞より，S ∩ R3 = f−1 ({0})

(∇f) (p) =


2x

(
1− 2√

x2+y2

)
2y

(
1− 2√

x2+y2

)
2z

 = 0となるのは
 0

±2
0

 ,

 ±2
0
0

だけであるが，S に属

していないから，∀p ∈ S, (∇f) (p) 6= 0

(2)

x2 + y2 + z2 − 4
√
x2 + y2 + 3 = 0 ⇐⇒

(√
x2 + y2 − 2

)2
+ z2 = 1から

σ (u, v) =

 (2 + cosu) cos v
(2 + cosu) sin v

sinu

とすれば，D := R2とし，σ (D) ⊂ Sかつ p = σ

(
1

2
π,

7

4
π

)
で

あり，σ (D)は S でパラメータ表示された曲面片であるから，σは S のパラメータ表示である

(3)

(∇f) (p) · v =

 0
0
1

 ·

 1
−5
0

 = 0 =⇒ v ∈ TpS

σu =

 − sinu cos v
− sinu sin v
cosu

 , σv =

 − (2 + cosu) sin v
(2 + cosu) cos v

0


=⇒ σu

(
1

2
π,

7

4
π

)
=

 −
√
2
2√
2
2
0

 , σv

(
1

2
π,

7

4
π

)
=

 √
2√
2
0


=⇒ v = −3

√
2 · σu

(
1

2
π,

7

4
π

)
−
√
2 · σv

(
1

2
π,

7

4
π

)
から，v = σ

(
1

2
π − 3

√
2t,

7

4
π −

√
2t

)

7
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1.9 P1.7
(1)
f = x sin z

k
− y cos z

k
とすると，f : C∞より，S ∩ R3 = f−1 ({0})

(∇f) (p) =


sin z

k
− cos z

kx

k
cos z

k
+

y

k
sin z

k

の第一第二成分が同時に 0になれないから

∀p ∈ S, (∇f) (p) 6= 0
以上より，S が正則曲面である

(2)
sin z

k
= cos z

k
= 0となる zはないから

σ (u, v) =

 u
u tan v

k
v

（ここで cos z
k
が 0になると y = u cot z

k
とすればいい）

D := R2 とし，σ (D) ⊂ S かつ p = σ

(
1,

kπ

4

)
であり，σ (D)は S でパラメータ表示された曲

面片であるから，σは S のパラメータ表示である

(3)

(∇f) (p) · v =


√
2
2

−
√
2
2√
2
k

 ·

 −3
1
2k

 = 0から v ∈ TpS

σu =

 1
tan v

k
0

 , σv =

 0
2u

k(1+cos 2v
k )

1

 =⇒ σu

(
1,

kπ

4

)
=

 1
1
0

 , σv

(
1,

kπ

4

)
=

 0
2
k
1


=⇒ v = −3 · σu

(
1,

kπ

4

)
+ 2k · σv

(
1,

kπ

4

)
から γ (t) = σ

(
1− 3t,

kπ

4
+ 2kt

)

1.10 P1.8
(1)
f = 2z2 − xy + yz − xz + 1とすると，f : C∞より，S ∩ R3 = f−1 ({0})

(∇f) (p) =

 −y − z
−x+ z

−x+ y + 4z

 = 0となるのは
 0

0
0

だけであるが 0
0
0

 /∈ S から，∀p ∈ S, (∇f) (p) 6= 0

以上より，S が正則曲面である

8
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(2)
2z2 − xy + yz − xz + 1 = 0より，y, zは同時に 0になれない（そうしないと 1 = 0）

よって，σ (u, v) =

 2v2+uv+1
u+v

u
v

とすれば，D := R2とし，σ (D) ⊂ S かつ p = σ (−3, 1)であ

り，σ (D)は S でパラメータ表示された曲面片であるから，σは S のパラメータ表示である

(3)

(∇f) (p) · v =

 2
1
1

 ·

 −1
0
2

 = 0から，v ∈ TpS

σv =

 − v2+1
(u+v)2

1
0

 , σv =

 2v2+4uv+u2−1
(u+v)2

0
1

 =⇒ σu (−3, 1) =

 −1
2
1
0

 , σv (−3, 1) =

 −1
2
0
1


=⇒ v = 2 · σv (−3, 1)から γ (t) = σ (−3, 2t+ 1)

9
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2 §2

2.1 E2.1
(1)

σu =

 cos vsin v
0

 , σv =

 −u sin v
u cos v

k

 ,


E = σu · σu = 1

F = σu · σv = 0

G = σv · σv = u2 + k2

(2)

f = x sin z

k
− y cos z

k
,∇f =

 sin z
k

− cos z
k

1
k

(
x cos z

k + y sin z
k

)
 , ‖∇f‖2 = 1 +

1

k2
(
x cos z

k + y sin z
k

)2
∇f

‖∇f‖
=

1√
k2 +

(
x cos z

k + y sin z
k

)2
 k sin z

k
−k cos z

k
x cos z

k + y sin z
k



σu × σv =

 cos vsin v
0

×

 −u sin v
u cos v

k

 (1)

=

 k sin v
−k cos v

u

 (2)

‖σu × σv‖ =
√

k2 + u2 (3)

n =
σu × σv

‖σu × σv‖
=

1√
k2 + u2

 k sin v
−k cos v

u

 =
(∇f) (σ (u, v))

‖(∇f) (σ (u, v))‖
(4)

(3)

σuu =

 0
0
0

 , σuv =

 − sin v
cos v
0

 , σvv =

 −u cos v
−u sin v

0




L = σuu · n =

 0

0

0

 ·

 k sin v
−k cos v

u

 1√
k2 + u2

= 0

M = σuv × n =

 − sin v
cos v
0

 ·

 k sin v
−k cos v

u

 1√
k2 + u2

= − k√
k2 + u2

N = σvv · n =

 −u cos v
−u sin v

0

 ·

 k sin v
−k cos v

u

 1√
k2 + u2

= 0

10
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2.2 E2.2
(1)

σu =

 −r sinu cos v
−r sinu sin v

r cosu

 , σv =

 − (R+ r cosu) sin v
(R+ r cosu) cos v

0

 ,


E = σu · σu = r2

F = σu · σv = 0

G = σv · σv = (R+ r cosu)2

(2)

f =
(√

x2 + y2 −R
)2

+ z2 − r2,
∇f

‖∇f‖
=

1√(√
x2 + y2 −R

)2
+ z2


x
(√

x2+y2−R
)

√
x2+y2

y
(√

x2+y2−R
)

√
x2+y2

z



σu × σv =

 −r (R+ r cosu) cosu cos v
−r (R+ r cosu) cosu sin v

−r (R+ r cosu) sinu

 (5)

‖σu × σv‖ = r (R+ r cosu) (6)

n =
σu × σv
‖σu × σv‖

=

 − cosu cos v
− cosu sin v

− sinu

 = − (∇f) (σ (u, v))

‖(∇f) (σ (u, v))‖
(7)

から，n = − (∇f) (σ (u, v))

‖(∇f) (σ (u, v))‖
は正の向きにする単位法ベクトル場

(3)

σuu =

 −r cosu cos v
−r cosu sin v

−r sinu

 , σuv =

 r sinu sin v
−r sinu cos v

0

 , σvv =

 − (R+ r cosu) cos v
− (R+ r cosu) sin v

0




L = σuu · n =

 −r cosu cos v
−r cosu sin v

−r sinu

 ·

 − cosu cos v
− cosu sin v

− sinu

 = r

M = σuv · n =

 r sinu sin v
−r sinu cos v

0

 ·

 − cosu cos v
− cosu sin v

− sinu

 = 0

N = σvv · n =

 − (R+ r cosu) cos v
− (R+ r cosu) sin v

0

 ·

 − cosu cos v
− cosu sin v

− sinu

 = (R+ r cosu) cosu

11
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2.3 P2.1
(1)

σu =

 a cosu cos v
b cosu sin v
−c sinu

 , σv =

 −a sinu sin v
b sinu cos v

0



E = σu · σu = a2 cos2 u cos2 v + b2 cos2 u sin2 v + c sin2 u
F = σu · σv =

(
b2 − a2

) sinu cosu sin v cos v
G = σv · σv = a2 sin2 u sin2 v + b2 sin2 u cos2 v

(2)

f =
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
− 1,∇f =

 2x
a2
2y
b2
2z
c2

 , ‖∇f‖ = 2

√
x2

a4
+

y2

b4
+

z2

c4

∇f

‖∇f‖
=

1√
x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

 x
a2
y
b2
z
c2


σu × σv =

 bc sin2 u cos v
ac sin2 u sin v
ab sinu cosu


‖σu × σv‖ =

√
b2c2 sin4 u cos2 v + a2c2 sin4 u sin2 v + a2b2 sin2 u cos2 u

n =
σu × σv
‖σu × σv‖

=
1√

b2c2 sin4 u cos2 v + a2c2 sin4 u sin2 v + a2b2 sin2 u cos2 u

 bc sin2 u cos v
ac sin2 u sin v
ab sinu cosu


=

(∇f) (σ (u, v))

‖(∇f) (σ (u, v))‖
は σが正の向きになるものである

(3)

σuu =

 −a sinu cos v
−b sinu sin v

−c cosu

 , σuv =

 −a cosu sin v
b cosu cos v

0

 , σvv =

 −a sinu cos v
−b sinu sin v

0


L = σuu · n (8)

=
1√

b2c2 sin4 u cos2 v + a2c2 sin4 u sin2 v + a2b2 sin2 u cos2 u

 −a sinu cos v
−b sinu sin v

−c cosu

 ·

 bc sin2 u cos v
ac sin2 u sin v
ab sinu cosu


(9)

= − abc sinu√
b2c2 sin4 u cos2 v + a2c2 sin4 u sin2 v + a2b2 sin2 u cos2 u

(
sin2 u+ cos2 u

)
(10)

= − abc sinu√
b2c2 sin4 u cos2 v + a2c2 sin4 u sin2 v + a2b2 sin2 u cos2 u

(11)

12
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M = σuv · n (12)

=
1√

b2c2 sin4 u cos2 v + a2c2 sin4 u sin2 v + a2b2 sin2 u cos2 u

 −a cosu sin v
b cosu cos v

0

 ·

 bc sin2 u cos v
ac sin2 u sin v
ab sinu cosu


(13)

= 0 (14)

N = σvv · n (15)

=
1√

b2c2 sin4 u cos2 v + a2c2 sin4 u sin2 v + a2b2 sin2 u cos2 u

 −a sinu cos v
−b sinu sin v

0

 ·

 bc sin2 u cos v
ac sin2 u sin v
ab sinu cosu


(16)

= − abc sin3 u√
b2c2 sin4 u cos2 v + a2c2 sin4 u sin2 v + a2b2 sin2 u cos2 u

(17)

2.4 P2.2
(1)

σu =

 a sinhu cos v
b sinhu sin v

c coshu

 , σv =

 −a coshu sin v
b coshu cos v

0



E = σu · σu = a2 sinh2 u cos2 v + b2 sinh2 u sin2 v + c cosh2 u
F = σu · σv =

(
b2 − a2

) sinhu coshu sin v cos v
G = σv · σv = a2 cosh2 u sin2 v + b2 cosh2 u cos2 v

(2)

f =
x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
− 1,∇f =

 2x
a2
2y
b2

−2z
c2

 , ‖∇f‖ = 2

√
x2

a4
+

y2

b4
+

z2

c4

σu × σv =

 −bc cosh2 u cos v
−ac cosh2 u sin v
ab sinhu coshu


‖σu × σv‖ =

√
b2c2 cosh4 u cos2 v + a2c2 cosh4 u sin2 v + a2b2 sinh2 u cosh2 u

n =
σu × σv
‖σu × σv‖

=
1√

b2c2 cosh4 u cos2 v + a2c2 cosh4 u sin2 v + a2b2 sinh2 u cosh2 u

 −bc cosh2 u cos v
−ac cosh2 u sin v
ab sinhu coshu


= − (∇f) (σ (u, v))

‖(∇f) (σ (u, v))‖
は σが正の向きになる単位法ベクトル場
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(3)

σuu =

 a coshu cos v
b coshu sin v

c sinhu

 , σuv =

 −a sinhu sin v
b sinhu cos v

0

 , σvv =

 −a coshu cos v
−b coshu sin v

0


L = σuu · n (18)

=

 a coshu cos v
b coshu sin v

c sinhu

 ·

 −bc cosh2 u cos v
−ac cosh2 u sin v
ab sinhu coshu

 (19)

· 1√
b2c2 cosh4 u cos2 v + a2c2 cosh4 u sin2 v + a2b2 sinh2 u cosh2 u

(20)

= − abc coshu√
b2c2 cosh4 u cos2 v + a2c2 cosh4 u sin2 v + a2b2 sinh2 u cosh2 u

(21)

M = σuv · n (22)
=

1√
b2c2 cosh4 u cos2 v + a2c2 cosh4 u sin2 v + a2b2 sinh2 u cosh2 u

(23)

·

 −a sinhu sin v
b sinhu cos v

0

 ·

 −bc cosh2 u cos v
−ac cosh2 u sin v
ab sinhu coshu

 (24)

= 0 (25)
N = σvv · n (26)

=
1√

b2c2 cosh4 u cos2 v + a2c2 cosh4 u sin2 v + a2b2 sinh2 u cosh2 u
(27)

·

 −a coshu cos v
−b coshu sin v

0

 ·

 −bc cosh2 u cos v
−ac cosh2 u sin v
ab sinhu coshu

 (28)

=
abc cosh3 u√

b2c2 cosh4 u cos2 v + a2c2 cosh4 u sin2 v + a2b2 sinh2 u cosh2 u
(29)

2.5 P2.3
(1)

σ+ : σu =

 a
0
cu√

u2+v2+1

 , σv =

 0
b
cv√

u2+v2+1

 , σ− : σu =

 a
0

− cu√
u2+v2+1

 , σv =

 0
b

− cv√
u2+v2+1



E+ = σu · σu = a2 +

c2u2

u2 + v2 + 1

F+ = σu · σv =
c2uv

u2 + v2 + 1

G+ = σv · σv = b2 +
c2v2

u2 + v2 + 1

,


E− = σu · σu = a2 +

c2u2

u2 + v2 + 1

F− = σu · σv =
c2uv

u2 + v2 + 1

G− = σv · σv = b2 +
c2v2

u2 + v2 + 1

14
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(2)
σ+ :

σu × σv =

 − bcu√
u2+v2+1

− acv√
u2+v2+1

ab

 , ‖σu × σv‖ =

√
b2c2u2

u2 + v2 + 1
+

a2c2v2

u2 + v2 + 1
+ a2b2

σ− :

σu × σv =


bcu√

u2+v2+1
acv√

u2+v2+1

ab

 , ‖σu × σv‖ =

√
b2c2u2

u2 + v2 + 1
+

a2c2v2

u2 + v2 + 1
+ a2b2

∇f =

 2x
a2
2y
b2

−2z
c2

 , ‖∇f‖ = 2

√
x2

a4
+

y2

b4
+

z2

c4

よって，n+ =
1√

b2c2u2

u2+v2+1
+ a2c2v2

u2+v2+1
+ a2b2

 − bcu√
u2+v2+1

− acv√
u2+v2+1

ab

 = − (∇f) (σ (u, v))

‖(∇f) (σ (u, v))‖

n− =
1√

b2c2u2

u2+v2+1
+ a2c2v2

u2+v2+1
+ a2b2


bcu√

u2+v2+1
acv√

u2+v2+1

ab

 =
(∇f) (σ (u, v))

‖(∇f) (σ (u, v))‖
はそれぞれ σ+, σ− が正

の向きになる単位法ベクトル場である
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(3)
σ+ :

σuu =


0
0

c(v2+1)

(u2+v2+1)
3
2

 , σuv =

 0
0

− cuv

(u2+v2+1)
3
2

 , σvv =


0
0

c(u2+1)

(u2+v2+1)
3
2


L = σuu · n (30)

=
1√

b2c2u2

u2+v2+1
+ a2c2v2

u2+v2+1
+ a2b2


0
0

c(v2+1)

(u2+v2+1)
3
2

 ·

 − bcu√
u2+v2+1

− acv√
u2+v2+1

ab

 (31)

=
abc
(
v2 + 1

)
(u2 + v2 + 1)

√
b2c2u2 + a2c2v2 + a2b2 (u2 + v2 + 1)

(32)

M = σuv · n (33)

=
1√

b2c2u2

u2+v2+1
+ a2c2v2

u2+v2+1
+ a2b2

 0
0

− cuv

(u2+v2+1)
3
2

 ·

 − bcu√
u2+v2+1

− acv√
u2+v2+1

ab

 (34)

= − abcuv

(u2 + v2 + 1)
√
b2c2u2 + a2c2v2 + a2b2 (u2 + v2 + 1)

(35)

N = σvv · n (36)

=
1√

b2c2u2

u2+v2+1
+ a2c2v2

u2+v2+1
+ a2b2


0
0

c(u2+1)

(u2+v2+1)
3
2

 ·

 − bcu√
u2+v2+1

− acv√
u2+v2+1

ab

 (37)

=
abc
(
u2 + 1

)
(u2 + v2 + 1)

√
b2c2u2 + a2c2v2 + a2b2 (u2 + v2 + 1)

(38)
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σ− :

σuu =


0
0

− c(v2+1)

(u2+v2+1)
3
2

 , σuv =

 0
0
cuv

(u2+v2+1)
3
2

 , σvv =


0
0

− c(u2+1)

(u2+v2+1)
3
2


L = σuu · n (39)

=
1√

b2c2u2

u2+v2+1
+ a2c2v2

u2+v2+1
+ a2b2


0
0

− c(v2+1)

(u2+v2+1)
3
2

 ·


bcu√

u2+v2+1
acv√

u2+v2+1

ab

 (40)

= −
abc
(
v2 + 1

)
(u2 + v2 + 1)

√
b2c2u2 + a2c2v2 + a2b2 (u2 + v2 + 1)

(41)

M = σuv · n (42)

=
1√

b2c2u2

u2+v2+1
+ a2c2v2

u2+v2+1
+ a2b2

 0
0
cuv

(u2+v2+1)
3
2

 ·


bcu√

u2+v2+1
acv√

u2+v2+1

ab

 (43)

=
abcuv

(u2 + v2 + 1)
√

b2c2u2 + a2c2v2 + a2b2 (u2 + v2 + 1)
(44)

N = σvv · n (45)

=
1√

b2c2u2

u2+v2+1
+ a2c2v2

u2+v2+1
+ a2b2


0
0

− c(u2+1)

(u2+v2+1)
3
2

 ·


bcu√

u2+v2+1
acv√

u2+v2+1

ab

 (46)

= −
abc
(
u2 + 1

)
(u2 + v2 + 1)

√
b2c2u2 + a2c2v2 + a2b2 (u2 + v2 + 1)

(47)

2.6 P2.4
(1)

σu =

 1
0
2u
a2

 , σv =

 0
1
2v
b2

 ,


E = σu · σu = 1 +

4u2

a4

F = σu · σv =
4uv

a2b2

G = σv · σv = 1 +
4v2

b4

(2)

f =
x2

a2
+

y2

b2
− z,∇f =

 2x
a2
2y
b2

−1


σu × σv =

 −2u
a2

−2v
b2

1

 , ‖σu × σv‖ =

√
4u2

a4
+

4v2

b4
+ 1

n =
σu × σv
‖σu × σv‖

=
1√

4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1

 −2u
a2

−2v
b2

1

 = − (∇f) (σ (u, v))

‖(∇f) (σ (u, v))‖
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(3)

σuu =

 0
0
2
a2

 , σuv =

 0
0
0

 , σvv =

 0
0
2
b2


L = σuu · n (48)

=
1√

4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1

 0
0
2
a2

 ·

 −2u
a2

−2v
b2

1

 (49)

=
2

a2
√

4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1

(50)

M = σuv · n (51)

=
1√

4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1

 0
0
0

 ·

 −2u
a2

−2v
b2

1

 (52)

= 0 (53)
N = σvv · n (54)

=
1√

4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1

 0
0
2
b2

 ·

 −2u
a2

−2v
b2

1

 (55)

=
2

b2
√

4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1

(56)

2.7 P2.5
(1)

σu =

 1
0
2u
a2

 , σv =

 0
1

−2v
b2

 ,


E = σu · σu = 1 +

4u2

a4

F = σu · σv = − 4uv

a2b2

G = σv · σv = 1 +
4v2

b4

(2)

f =
x2

a2
− y2

b2
− z,∇f =

 2x
a2

−2y
b2

−1

 , ‖∇f‖ =

√
4x2

a4
+

4y2

b4
+ 1

σu × σv =

 −2u
a2

2v
b2

1

 , ‖σu × σv‖ =

√
4u2

a4
+

4v2

b4
+ 1

n =
σu × σv
‖σu × σv‖

=
1√

4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1

 −2u
a2

2v
b2

1

 = − (∇f) (σ (u, v))

‖(∇f) (σ (u, v))‖
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(3)

σuu =

 0
0
2
a2

 , σuv =

 0
0
0

 , σvv =

 0
0

− 2
b2


L = σuu · n (57)

=
1√

4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1

 0
0
2
a2

 ·

 −2u
a2

2v
b2

1

 (58)

=
2

a2
√

4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1

(59)

M = σuv · n (60)

=
1√

4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1

 0
0
0

 ·

 −2u
a2

2v
b2

1

 (61)

= 0 (62)
N = σvv · n (63)

=
1√

4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1

 0
0

− 2
b2

 ·

 −2u
a2

2v
b2

1

 (64)

= − 2

b2
√

4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1

(65)

2.8 P2.6
(1)

σu =

 1
3u2

0

 , σv =

 0
0
1

 ,


E = σu · σu = 9u4 + 1

F = σu · σv = 0

G = σv · σv = 1

(2)

f = x3 − y,∇f =

 3x2

−1
0

 , ‖∇f‖ =
√
9x4 + 1

σu × σv =

 3u2

−1
0

 , ‖σu × σv‖ =
√
9u4 + 1

n =
σu × σv
‖σu × σv‖

=
1√

9u4 + 1

 3u2

−1
0

 =
(∇f) (σ (u, v))

‖(∇f) (σ (u, v))‖
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(3)

σuu =

 0
6u
0

 , σuv =

 0
0
0

 , σvv =

 0
0
0


L = σuu · n (66)

=
1√

9u4 + 1

 0
6u
0

 ·

 3u2

−1
0

 (67)

= − 6u√
9u4 + 1

(68)
M = σuv · n (69)

=
1√

9u4 + 1

 0
0
0

 ·

 3u2

−1
0

 (70)

= 0 (71)
N = σvv · n (72)

=
1√

9u4 + 1

 0
0
0

 ·

 3u2

−1
0

 (73)

= 0 (74)

2.9 P2.7
(1)

σu =

 1
0
tanu

 , σv =

 0
1

− tan v

 ,


E = σu · σu =

1

cos2 u
F = σu · σv = − tanu tan v
G = σv · σv =

1

cos2 v

(2)

f = ez cosx− cos y,∇f =

 −ez sinx
sin y

ez cosx

 , ‖∇f‖ =

√
e2z + sin2 y

σu × σv =

 − tanu
tan v
1

 , ‖σu × σv‖ =
√
tan2 u+ tan2 v + 1

n =
σu × σv
‖σu × σv‖

=
1√

tan2 u+ tan2 v + 1

 − tanu
tan v
1

 =
(∇f) (σ (u, v))

‖(∇f) (σ (u, v))‖
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(3)

σuu =

 0
0
1

cos2 u

 , σuv =

 0
0
0

 , σvv =

 0
0

− 1
cos2 v


L = σuu · n (75)

=
1√

tan2 u+ tan2 v + 1

 0
0
1

cos2 u

 ·

 − tanu
tan v
1

 (76)

=
1

cos2 u
√
tan2 u+ tan2 v + 1

(77)

M = σuv · n (78)

=
1√

tan2 u+ tan2 v + 1

 0
0
0

 ·

 − tanu
tan v
1

 (79)

= 0 (80)
N = σvv · n (81)

=
1√

tan2 u+ tan2 v + 1

 0
0

− 1
cos2 v

 ·

 − tanu
tan v
1

 (82)

= − 1

cos2 v
√
tan2 u+ tan2 v + 1

(83)
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3 §3

3.1 E3.1
γ (0) = p, dγdt (0) = v となる γ (t) ⊂ S を取り，n (p) =

1

r
p より，n (γ (t)) =

1

r
γ (t) で，

d
dtn (γ (t))

∣∣∣∣
t=0

=
1

r

dγ
dt (0) =

1

r
vから，

∑
p

(v) = − ddtn (γ (t))
∣∣∣∣
t=0

= −1

r
v

3.2 E3.2

σu =

 cos vsin v
0

 , σv =

 −u sin v
u cos v

k

 ,


E = σu · σu = 1

F = σu · σv = 0

G = σv · σv = u2 + k2

n =
σu × σv
‖σu × σv‖

=
1√

u2 + k2

 k sin v
−k cos v

u


σuu =

 0
0
0

 , σuv =

 − sin v
cos v
0

 , σvv =

 −u cos v
−u sin v

0


L = σuu · n = 0 (84)
M = σuv · n = − k√

u2 + k2
(85)

N = σvv · n = 0 (86)

以上より

K =
LN −M2

EG− F 2
(87)

= −
k2

u2+k2

u2 + k2
(88)

= − k2

(u2 + k2)2
(89)

H =
GL− 2FM + EN

2 (EG− F 2)
(90)

=
0

2 (u2 + k2)
= 0 (91)

κ1,2 = H ±
√
H2 −K (92)

= ± k

u2 + k2
(93)

3.3 E3.3

f (x, y, z) :=
(√

x2 + y2 −R
)2

+ z2 − r2で ∇f =


2
(√

x2 + y2 −R
)

x√
x2+y2

2
(√

x2 + y2 −R
)

y√
x2+y2

2z


TpS =

{v ∈ R3
∣∣(∇f) (p) · v = 0

}から
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TpS :=


 x

y
z

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣2
(√

x2 + y2 −R
)√

x2 + y2 + 2z2 = 0

 =

{(
u
v

)
∈ (0, 2π)2

∣∣∣∣2Rr cosu+ 2r2 = 0

}

σu =

 −r sinu cos v
−r sinu sin v

r cosu

 , σv =

 − (R+ r cosu) sin v
(R+ r cosu) cos v

0

から

σu × σv =

 −r (R+ r cosu) cosu cos v
−r (R+ r cosu) cosu sin v

−r (R+ r cosu) sinu

 (94)

‖σu × σv‖ = r (R+ r cosu) (95)

n =
σu × σv
‖σu × σv‖

=

 − cosu cos v
− cosu sin v

− sinu

 = − (∇f) (σ (u, v))

‖(∇f) (σ (u, v))‖
(96)

= − 1√(√
x2 + y2 −R

)2
+ z2


(√

x2 + y2 −R
)

x√
x2+y2(√

x2 + y2 −R
)

y√
x2+y2

z

 (97)

= −1

r


(√

x2 + y2 −R
)

x√
x2+y2(√

x2 + y2 −R
)

y√
x2+y2

z

 (98)

v =
 v1

v2
v3

 ∈ TpTR,r とし，γ (0) = p, dγdt (0) = vをみたす C∞曲線 γ =

 γ1
γ2
γ3

を考えよう．
γ を法ベクトル nに代入すると

n (γ (t)) = −1

r


(√

γ21 + γ22 −R
)

γ1√
γ2
1+γ2

2(√
γ21 + γ22 −R

)
γ2√
γ2
1+γ2

2

γ3

 (99)

ただし，ここで γ1, γ2, γ3はすべて γ1 (t) , γ2 (2) , γ3 (t)の形である
シェイプ作用素は負の法ベクトルの tに関する導関数であるから，n (γ (t))を tに関して微分
すると∑

p
v = −dndt (γ (t))

∣∣∣∣
t=0

(100)

t=0は放っておいて
=


γ2
1γ

′
1

√
γ2
1+γ2

2+γ2
2γ

′
1

(√
γ2
1+γ2

2−R
)
+Rγ1γ2γ′

2

r(γ2
1+γ2

2)
3
2

γ2
2γ

′
2

√
γ2
1+γ2

2+γ2
1γ

′
2

(√
γ2
1+γ2

2−R
)
+Rγ1γ2γ′

1

r(γ2
1+γ2

2)
3
2

γ′
3
r

 (101)

t=0を代入
=

1

r (x2 + y2)
3
2


x2v1

√
x2 + y2 + y2v1

(√
x2 + y2 −R

)
+Rxyv2

y2v2
√
x2 + y2 + x2v2

(√
x2 + y2 −R

)
+Rxyv1

v3
(
x2 + y2

) 3
2

 (102)
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以下，接空間の基底を考える．TR,r は二つの円環からなるものであるから，一つの基底を −y
x
0

である（TR,r の赤道面の接ベクトル）．二つ目の基底は必ず法ベクトルと直交するの

で，n ×

 −y
x
0

を計算すればいい（
 −y

x
0

 × nはただの逆方向であるから外積の順序が

逆にしてもOK，なお，基底は向きだけ影響するから，長さは単位でなくてもOK）

n×

 −y
x
0

 =


(√

x2 + y2 −R
)

x√
x2+y2(√

x2 + y2 −R
)

y√
x2+y2

z

×

 −y
x
0

 (103)

=

 −xz
−yz(√

x2 + y2 −R
)√

x2 + y2

 (104)

よって，接空間の基底は e1 =
 −y

x
0

 ,e2 =

 −xz
−yz(√

x2 + y2 −R
)√

x2 + y2

である
すると，

∑
p
v = 1

r

(
1− R√

x2 + y2

)
e1+1

r
e2となり，表現行列は P =

 1
r

(
1− R√

x2+y2

)
0

0 1
r


になる
よって

κ1 =
1
r

(
1− R√

x2+y2

)
κ2 =

1

r

K = detP = κ1κ2 =
1
r2

(
1− R√

x2+y2

)
H = 1

2trP = κ1+κ2
2 = 1

2r

(
2− R√

x2+y2

)

3.4 E3.4

γ (0) =

 x
y
z

 ,
dγ
dt (0) =

 v1
v2
v3

をみたす γ =

 γ1
γ2
γ3

とすると
∑
p
v = −dndt (γ (t))

∣∣∣∣
t=0

(105)

= − ddt

1

r

 γ1
γ2
0

 (106)

= −1

r

 γ′1
γ′2
0

 = −1

r

 γ′1
γ′2

γ′3 − γ′3

 (107)

= −1

r

 v1
v2
v3

+
1

r

 0
0
v3

 = −1

r
v+ v · e3

r
e3 (108)
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3.5 P3.1

f =
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
− 1,∇f =

 2x
a2
2y
b2
2z
c2

 , ‖∇f‖ = 2

√
x2

a4
+

y2

b4
+

z2

c4

∇f

‖∇f‖
=

1√
x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

 x
a2
y
b2
z
c2


σu × σv =

 bc sin2 u cos v
ac sin2 u sin v
ab sinu cosu


‖σu × σv‖ =

√
b2c2 sin4 u cos2 v + a2c2 sin4 u sin2 v + a2b2 sin2 u cos2 u

σu =

 a cosu cos v
b cosu sin v
−c sinu

 , σv =

 −a sinu sin v
b sinu cos v

0



E = σu · σu = a2 cos2 u cos2 v + b2 cos2 u sin2 v + c sin2 u
F = σu · σv =

(
b2 − a2

) sinu cosu sin v cos v
G = σv · σv = a2 sin2 u sin2 v + b2 sin2 u cos2 v

n =
σu × σv
‖σu × σv‖

=
1√

b2c2 sin4 u cos2 v + a2c2 sin4 u sin2 v + a2b2 sin2 u cos2 u

 bc sin2 u cos v
ac sin2 u sin v
ab sinu cosu


σuu =

 −a sinu cos v
−b sinu sin v

−c cosu

 , σuv =

 −a cosu sin v
b cosu cos v

0

 , σvv =

 −a sinu cos v
−b sinu sin v

0


L = σuu · n (109)

=
1√

b2c2 sin4 u cos2 v + a2c2 sin4 u sin2 v + a2b2 sin2 u cos2 u

 −a sinu cos v
−b sinu sin v

−c cosu

 ·

 bc sin2 u cos v
ac sin2 u sin v
ab sinu cosu


(110)

= − abc sinu√
b2c2 sin4 u cos2 v + a2c2 sin4 u sin2 v + a2b2 sin2 u cos2 u

(
sin2 u+ cos2 u

)
(111)

= − abc sinu√
b2c2 sin4 u cos2 v + a2c2 sin4 u sin2 v + a2b2 sin2 u cos2 u

(112)

M = σuv · n (113)

=
1√

b2c2 sin4 u cos2 v + a2c2 sin4 u sin2 v + a2b2 sin2 u cos2 u

 −a cosu sin v
b cosu cos v

0

 ·

 bc sin2 u cos v
ac sin2 u sin v
ab sinu cosu


(114)

= 0 (115)
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N = σvv · n (116)

=
1√

b2c2 sin4 u cos2 v + a2c2 sin4 u sin2 v + a2b2 sin2 u cos2 u

 −a sinu cos v
−b sinu sin v

0

 ·

 bc sin2 u cos v
ac sin2 u sin v
ab sinu cosu


(117)

= − abc sin3 u√
b2c2 sin4 u cos2 v + a2c2 sin4 u sin2 v + a2b2 sin2 u cos2 u

(118)

K =
LN −M2

EG− F 2
=

1

a2b2c2
(
x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

)

H =
GL− 2FM + EN

2 (EG− F 2)
= −

(
1
a2

+ 1
b2

+ 1
c2

)
−

x2

a6
+ y2

b6
+ z2

c6

x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

2
√

x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

κ1,2 = H ±
√
H2 −K = −

∑ 1
a2

−
∑ x2

a6∑ x2

a4

2
√∑ x2

a4

±

√√√√√√
(∑ bc

a −
∑ x2bc

a5∑ x2

a4

)2

− 4

4
∑ x2

a4

3.6 P3.2

σu =

 a sinhu cos v
b sinhu sin v

c coshu

 , σv =

 −a coshu sin v
b coshu cos v

0



E = σu · σu = a2 sinh2 u cos2 v + b2 sinh2 u sin2 v + c cosh2 u
F = σu · σv =

(
b2 − a2

) sinhu coshu sin v cos v
G = σv · σv = a2 cosh2 u sin2 v + b2 cosh2 u cos2 v

f =
x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
− 1,∇f =

 2x
a2
2y
b2

−2z
c2

 , ‖∇f‖ = 2

√
x2

a4
+

y2

b4
+

z2

c4

σu × σv =

 −bc cosh2 u cos v
−ac cosh2 u sin v
ab sinhu coshu


‖σu × σv‖ =

√
b2c2 cosh4 u cos2 v + a2c2 cosh4 u sin2 v + a2b2 sinh2 u cosh2 u

n =
σu × σv
‖σu × σv‖

=
1√

b2c2 cosh4 u cos2 v + a2c2 cosh4 u sin2 v + a2b2 sinh2 u cosh2 u

 −bc cosh2 u cos v
−ac cosh2 u sin v
ab sinhu coshu


= − (∇f) (σ (u, v))

‖(∇f) (σ (u, v))‖
は σが正の向きになる単位法ベクトル場
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σuu =

 a coshu cos v
b coshu sin v

c sinhu

 , σuv =

 −a sinhu sin v
b sinhu cos v

0

 , σvv =

 −a coshu cos v
−b coshu sin v

0


L = σuu · n (119)

=

 a coshu cos v
b coshu sin v

c sinhu

 ·

 −bc cosh2 u cos v
−ac cosh2 u sin v
ab sinhu coshu

 (120)

· 1√
b2c2 cosh4 u cos2 v + a2c2 cosh4 u sin2 v + a2b2 sinh2 u cosh2 u

(121)

= − abc coshu√
b2c2 cosh4 u cos2 v + a2c2 cosh4 u sin2 v + a2b2 sinh2 u cosh2 u

(122)

M = σuv · n (123)
=

1√
b2c2 cosh4 u cos2 v + a2c2 cosh4 u sin2 v + a2b2 sinh2 u cosh2 u

(124)

·

 −a sinhu sin v
b sinhu cos v

0

 ·

 −bc cosh2 u cos v
−ac cosh2 u sin v
ab sinhu coshu

 (125)

= 0 (126)
N = σvv · n (127)

=
1√

b2c2 cosh4 u cos2 v + a2c2 cosh4 u sin2 v + a2b2 sinh2 u cosh2 u
(128)

·

 −a coshu cos v
−b coshu sin v

0

 ·

 −bc cosh2 u cos v
−ac cosh2 u sin v
ab sinhu coshu

 (129)

=
abc cosh3 u√

b2c2 cosh4 u cos2 v + a2c2 cosh4 u sin2 v + a2b2 sinh2 u cosh2 u
(130)

K =
LN −M2

EG− F 2
= − 1

a2b2c2
(
x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

)2
H =

GL− 2FM + EN

2 (EG− F 2)
=

1

2
√

x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

((
1

a2
+

1

b2
− 1

c2

)
−

x2

a6
+ y2

b6
+ z2

c6

x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

)

κ1,2 = H ±
√

H2 −K (131)

=
1

2
√

x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

((
1

a2
+

1

b2
− 1

c2

)
−

x2

a6
+ y2

b6
+ z2

c6

x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

)
(132)

±

√√√√√√ 1

4a2b2c2
(
x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

)2

( 1

a2
+

1

b2
− 1

c2

)√
x2

a4
+

y2

b4
+

z2

c4
−

x2

a6
+ y2

b6
+ z2

c6(
x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

) 3
2


2

+ 4


(133)
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3.7 P3.3

σ+ : σu =

 a
0
cu√

u2+v2+1

 , σv =

 0
b
cv√

u2+v2+1

 , σ− : σu =

 a
0

− cu√
u2+v2+1

 , σv =

 0
b

− cv√
u2+v2+1



E+ = σu · σu = a2 +

c2u2

u2 + v2 + 1

F+ = σu · σv =
c2uv

u2 + v2 + 1

G+ = σv · σv = b2 +
c2v2

u2 + v2 + 1

,


E− = σu · σu = a2 +

c2u2

u2 + v2 + 1

F− = σu · σv =
c2uv

u2 + v2 + 1

G− = σv · σv = b2 +
c2v2

u2 + v2 + 1
σ+ :

σu × σv =

 − bcu√
u2+v2+1

− acv√
u2+v2+1

ab

 , ‖σu × σv‖ =

√
b2c2u2

u2 + v2 + 1
+

a2c2v2

u2 + v2 + 1
+ a2b2

σ− :

σu × σv =


bcu√

u2+v2+1
acv√

u2+v2+1

ab

 , ‖σu × σv‖ =

√
b2c2u2

u2 + v2 + 1
+

a2c2v2

u2 + v2 + 1
+ a2b2

∇f =

 2x
a2
2y
b2

−2z
c2

 , ‖∇f‖ = 2

√
x2

a4
+

y2

b4
+

z2

c4

よって，n+ =
1√

b2c2u2

u2+v2+1
+ a2c2v2

u2+v2+1
+ a2b2

 − bcu√
u2+v2+1

− acv√
u2+v2+1

ab

 = − (∇f) (σ (u, v))

‖(∇f) (σ (u, v))‖

n− =
1√

b2c2u2

u2+v2+1
+ a2c2v2

u2+v2+1
+ a2b2


bcu√

u2+v2+1
acv√

u2+v2+1

ab

 =
(∇f) (σ (u, v))

‖(∇f) (σ (u, v))‖
はそれぞれ σ+, σ− が正

の向きになる単位法ベクトル場である
σ+ :
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σuu =


0
0

c(v2+1)

(u2+v2+1)
3
2

 , σuv =

 0
0

− cuv

(u2+v2+1)
3
2

 , σvv =


0
0

c(u2+1)

(u2+v2+1)
3
2


L = σuu · n (134)

=
1√

b2c2u2

u2+v2+1
+ a2c2v2

u2+v2+1
+ a2b2


0
0

c(v2+1)

(u2+v2+1)
3
2

 ·

 − bcu√
u2+v2+1

− acv√
u2+v2+1

ab

 (135)

=
abc
(
v2 + 1

)
(u2 + v2 + 1)

√
b2c2u2 + a2c2v2 + a2b2 (u2 + v2 + 1)

(136)

M = σuv · n (137)

=
1√

b2c2u2

u2+v2+1
+ a2c2v2

u2+v2+1
+ a2b2

 0
0

− cuv

(u2+v2+1)
3
2

 ·

 − bcu√
u2+v2+1

− acv√
u2+v2+1

ab

 (138)

= − abcuv

(u2 + v2 + 1)
√
b2c2u2 + a2c2v2 + a2b2 (u2 + v2 + 1)

(139)

N = σvv · n (140)

=
1√

b2c2u2

u2+v2+1
+ a2c2v2

u2+v2+1
+ a2b2


0
0

c(u2+1)

(u2+v2+1)
3
2

 ·

 − bcu√
u2+v2+1

− acv√
u2+v2+1

ab

 (141)

=
abc
(
u2 + 1

)
(u2 + v2 + 1)

√
b2c2u2 + a2c2v2 + a2b2 (u2 + v2 + 1)

(142)
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σ− :

σuu =


0
0

− c(v2+1)

(u2+v2+1)
3
2

 , σuv =

 0
0
cuv

(u2+v2+1)
3
2

 , σvv =


0
0

− c(u2+1)

(u2+v2+1)
3
2


L = σuu · n (143)

=
1√

b2c2u2

u2+v2+1
+ a2c2v2

u2+v2+1
+ a2b2


0
0

− c(v2+1)

(u2+v2+1)
3
2

 ·


bcu√

u2+v2+1
acv√

u2+v2+1

ab

 (144)

= −
abc
(
v2 + 1

)
(u2 + v2 + 1)

√
b2c2u2 + a2c2v2 + a2b2 (u2 + v2 + 1)

(145)

M = σuv · n (146)

=
1√

b2c2u2

u2+v2+1
+ a2c2v2

u2+v2+1
+ a2b2

 0
0
cuv

(u2+v2+1)
3
2

 ·


bcu√

u2+v2+1
acv√

u2+v2+1

ab

 (147)

=
abcuv

(u2 + v2 + 1)
√

b2c2u2 + a2c2v2 + a2b2 (u2 + v2 + 1)
(148)

N = σvv · n (149)

=
1√

b2c2u2

u2+v2+1
+ a2c2v2

u2+v2+1
+ a2b2


0
0

− c(u2+1)

(u2+v2+1)
3
2

 ·


bcu√

u2+v2+1
acv√

u2+v2+1

ab

 (150)

= −
abc
(
u2 + 1

)
(u2 + v2 + 1)

√
b2c2u2 + a2c2v2 + a2b2 (u2 + v2 + 1)

(151)

K =
LN −M2

EG− F 2
=

1

a2b2c2
(
x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

)2
H =

GL− 2FM + EN

2 (EG− F 2)
= ± 1

2
√

x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

((
1

a2
+

1

b2
− 1

c2

)
− 1

x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

(
x2

a6
+ y2

b6
− z2

c6

))

κ1,2 = H ±
√

H2 −K (152)

= ± 1

2
√

x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

((
1

a2
+

1

b2
− 1

c2

)
− 1

x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

(
x2

a6
+

y2

b6
− z2

c6

))
(153)

∓

√√√√√ 1

4a2b2c2
(
x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

)2
a2b2c2

((
1

a2
+

1

b2
− 1

c2

)
−

x2

a6
+ y2

b6
− z2

c6

x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

)2

+ 4

 (154)
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3.8 P3.4

σu =

 1
0
2u
a2

 , σv =

 0
1
2v
b2

 ,


E = σu · σu = 1 +

4u2

a4

F = σu · σv =
4uv

a2b2

G = σv · σv = 1 +
4v2

b4

f =
x2

a2
+

y2

b2
− z,∇f =

 2x
a2
2y
b2

−1


σu × σv =

 −2u
a2

−2v
b2

1

 , ‖σu × σv‖ =

√
4u2

a4
+

4v2

b4
+ 1

n =
σu × σv
‖σu × σv‖

=
1√

4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1

 −2u
a2

−2v
b2

1

 = − (∇f) (σ (u, v))

‖(∇f) (σ (u, v))‖

σuu =

 0
0
2
a2

 , σuv =

 0
0
0

 , σvv =

 0
0
2
b2


L = σuu · n (155)

=
1√

4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1

 0
0
2
a2

 ·

 −2u
a2

−2v
b2

1

 (156)

=
2

a2
√

4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1

(157)

M = σuv · n (158)

=
1√

4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1

 0
0
0

 ·

 −2u
a2

−2v
b2

1

 (159)

= 0 (160)
N = σvv · n (161)

=
1√

4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1

 0
0
2
b2

 ·

 −2u
a2

−2v
b2

1

 (162)

=
2

b2
√

4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1

(163)
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K =
LN −M2

EG− F 2
=

4

a2b2
(
4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1
)2

H =
GL− 2FM + EN

2 (EG− F 2)
=

1(
4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1
) 3

2

(
1

a2

(
4v2

b4
+ 1

)
+

1

b2

(
4u2

a4
+ 1

))

κ1,2 = H ±
√

H2 −K (164)

=
1(

4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1
) 3

2

(
1

a2

(
4v2

b4
+ 1

)
+

1

b2

(
4u2

a4
+ 1

))
(165)

±

√√√√√ 1

a2b2
(
4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1
)3
((

b

a

(
4v2

b4
+ 1

)
+

a

b

(
4u2

a4
+ 1

))2

−
(
4u2

a4
+

4v2

b4
+ 1

))

(166)

3.9 P3.5

σu =

 1
0
2u
a2

 , σv =

 0
1

−2v
b2

 ,


E = σu · σu = 1 +

4u2

a4

F = σu · σv = − 4uv

a2b2

G = σv · σv = 1 +
4v2

b4

f =
x2

a2
− y2

b2
− z,∇f =

 2x
a2

−2y
b2

−1

 , ‖∇f‖ =

√
4x2

a4
+

4y2

b4
+ 1

σu × σv =

 −2u
a2

2v
b2

1

 , ‖σu × σv‖ =

√
4u2

a4
+

4v2

b4
+ 1

n =
σu × σv
‖σu × σv‖

=
1√

4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1

 −2u
a2

2v
b2

1

 = − (∇f) (σ (u, v))

‖(∇f) (σ (u, v))‖
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σuu =

 0
0
2
a2

 , σuv =

 0
0
0

 , σvv =

 0
0

− 2
b2


L = σuu · n (167)

=
1√

4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1

 0
0
2
a2

 ·

 −2u
a2

2v
b2

1

 (168)

=
2

a2
√

4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1

(169)

M = σuv · n (170)

=
1√

4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1

 0
0
0

 ·

 −2u
a2

2v
b2

1

 (171)

= 0 (172)
N = σvv · n (173)

=
1√

4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1

 0
0

− 2
b2

 ·

 −2u
a2

2v
b2

1

 (174)

= − 2

b2
√

4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1

(175)

K =
LN −M2

EG− F 2
= − 4

a2b2
(
4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1
)2

H =
GL− 2FM + EN

2 (EG− F 2)
=

1(
4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1
) 3

2

(
1

a2

(
4v2

b4
+ 1

)
− 1

b2

(
4u2

a4
+ 1

))

κ1,2 = H ±
√
H2 −K (176)

=
1(

4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1
) 3

2

(
1

a2

(
4v2

b4
+ 1

)
− 1

b2

(
4u2

a4
+ 1

))
(177)

±

√√√√√ 1

a2b2
(
4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1
)3
((

b

a

(
4v2

b4
+ 1

)
− a

b

(
4u2

a4
+ 1

))2

+ 4

(
4u2

a4
+

4v2

b4
+ 1

))

(178)

3.10 P3.6

σu =

 1
3u2

0

 , σv =

 0
0
1

 ,


E = σu · σu = 9u4 + 1

F = σu · σv = 0

G = σv · σv = 1

f = x3 − y,∇f =

 3x2

−1
0

 , ‖∇f‖ =
√
9x4 + 1

σu × σv =

 3u2

−1
0

 , ‖σu × σv‖ =
√
9u4 + 1
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n =
σu × σv
‖σu × σv‖

=
1√

9u4 + 1

 3u2

−1
0

 =
(∇f) (σ (u, v))

‖(∇f) (σ (u, v))‖

σuu =

 0
6u
0

 , σuv =

 0
0
0

 , σvv =

 0
0
0


L = σuu · n (179)

=
1√

9u4 + 1

 0
6u
0

 ·

 3u2

−1
0

 (180)

= − 6u√
9u4 + 1

(181)
M = σuv · n (182)

=
1√

9u4 + 1

 0
0
0

 ·

 3u2

−1
0

 (183)

= 0 (184)
N = σvv · n (185)

=
1√

9u4 + 1

 0
0
0

 ·

 3u2

−1
0

 (186)

= 0 (187)

K =
LN −M2

EG− F 2
= 0

H =
GL− 2FM + EN

2 (EG− F 2)
= − 3u

(9u4 + 1)
3
2

κ1,2 = H ±
√

H2 −K (188)
= − 3u

(9u4 + 1)
3
2

± 3u

(9u4 + 1)
3
2

(189)

3.11 P3.7

σu =

 1
0
tanu

 , σv =

 0
1

− tan v

 ,


E = σu · σu =

1

cos2 u
F = σu · σv = − tanu tan v
G = σv · σv =

1

cos2 v

(2)

f = ez cosx− cos y,∇f =

 −ez sinx
sin y

ez cosx

 , ‖∇f‖ =

√
e2z + sin2 y

σu × σv =

 − tanu
tan v
1

 , ‖σu × σv‖ =
√
tan2 u+ tan2 v + 1
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n =
σu × σv
‖σu × σv‖

=
1√

tan2 u+ tan2 v + 1

 − tanu
tan v
1

 =
(∇f) (σ (u, v))

‖(∇f) (σ (u, v))‖

(3)

σuu =

 0
0
1

cos2 u

 , σuv =

 0
0
0

 , σvv =

 0
0

− 1
cos2 v


L = σuu · n (190)

=
1√

tan2 u+ tan2 v + 1

 0
0
1

cos2 u

 ·

 − tanu
tan v
1

 (191)

=
1

cos2 u
√
tan2 u+ tan2 v + 1

(192)

M = σuv · n (193)

=
1√

tan2 u+ tan2 v + 1

 0
0
0

 ·

 − tanu
tan v
1

 (194)

= 0 (195)
N = σvv · n (196)

=
1√

tan2 u+ tan2 v + 1

 0
0

− 1
cos2 v

 ·

 − tanu
tan v
1

 (197)

= − 1

cos2 v
√
tan2 u+ tan2 v + 1

(198)

K =
LN −M2

EG− F 2
= − 1(tan2 u+ tan2 v + 1

) (
1− sin2 u sin2 v

)
H =

GL− 2FM + EN

2 (EG− F 2)
= 0

κ1,2 = H ±
√

H2 −K (199)

= ±
√√√√ 1(tan2 u+ tan2 v + 1

) (
1− sin2 u sin2 v

) (200)
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4 §4

4.1 E4.1

σu =

 cos vsin v
0

 , σv =

 −u sin v
u cos v

k

 ,


E = σu · σu = 1

F = σu · σv = 0

G = σv · σv = u2 + k2

n =
σu × σv
‖σu × σv‖

=
1√

u2 + k2

 k sin v
−k cos v

u


σuu =

 0
0
0

 , σuv =

 − sin v
cos v
0

 , σvv =

 −u cos v
−u sin v

0

 ,


L = σuu · n = 0

M = σuv · n = − k√
u2+k2

N = 0

K =
LN −M2

EG− F 2
(201)

= − k2

(u2 + k2)2
(202)

H =
GL− 2FM + EN

2 (EG− F 2)
= 0 (203)

κ1,2 = H ±
√

H2 −K = ± k

u2 + k2
(204)

− k2

(u2 + k2)2
< 0であるから（k > 0より），楕円点と放物点全体の集合は空集合で，全ての点

は双曲点である
一方，κ1 = κ2とすると，k = 0になるから，臍点全体の集合も空集合である

4.2 E4.2

K (p) = 1

r2

(
1− R√

x2 + y2

)
, κ1 =

1

r

(
1− R√

x2 + y2

)
, κ2 =

1

r
であるから

K > 0 ⇐⇒
√

x2 + y2 > R

K = 0 ⇐⇒
√

x2 + y2 = R ⇐⇒ z = ±r

K < 0 ⇐⇒
√

x2 + y2 < R

κ1 < κ2

から，


楕円点 :

{
p ∈ TR,r :

√
x2 + y2 > R

}
放物点 :

{p ∈ TR,r : z
2 = r2

}
双曲点 :

{
p ∈ TR,r :

√
x2 + y2 < R

}
臍点 : ∅

4.3 E4.3

σu =

 1
0
au

 , σv =

 0
1
bv

 ,


E = σu · σu = 1 + a2u2

F = σu · σv = abuv

G = σv · σv = 1 + b2v2

n =
σu × σv
‖σu × σv‖

=
1

1 + a2u2 + b2v2

 −au
−bv
1


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σuu =

 0
0
a

 , σuv =

 0
0
0

 , σvv =

 0
0
b

 ,


L = σuu · n = a√

1+a2u2+b2v2

M = σuv · n = 0

N = σvv · n = b√
1+a2u2+b2v2

K (0) = LN −M2

EG− F 2

∣∣∣∣
(0,0)

= ab (205)

H (0) = GL− 2FM + EN

2 (EG− F 2)

∣∣∣∣
(0,0)

=
a+ b

2
(206)

κ1,2 = H ±
√

H2 −K =
a+ b

2
±
∣∣∣∣a− b

2

∣∣∣∣ (207)

よって，楕円点になる条件は ab > 0で，臍点になる条件は a = b

4.4 P4.1
K =

LN −M2

EG− F 2
=

1

a2b2c2
(
x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

)

H =
GL− 2FM + EN

2 (EG− F 2)
= −

(
1
a2

+ 1
b2

+ 1
c2

)
−

x2

a6
+ y2

b6
+ z2

c6

x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

2
√

x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

κ1,2 = H ±
√
H2 −K = −

∑ 1
a2

−
∑ x2

a6∑ x2

a4

2
√∑ x2

a4

±

√√√√√√
(∑ bc

a −
∑ x2bc

a5∑ x2

a4

)2

− 4

4
∑ x2

a4

よって，全ての点は楕円点となり，放物点と双曲点からなる集合は ∅．また，臍点となる条件
は
(∑ bc

a −
∑ x2bc

a5∑ x2

a4

)2

= 4

4.5 P4.2
K =

LN −M2

EG− F 2
= − 1

a2b2c2
(
x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

)2
H =

GL− 2FM + EN

2 (EG− F 2)
=

1

2
√

x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

((
1

a2
+

1

b2
− 1

c2

)
−

x2

a6
+ y2

b6
+ z2

c6

x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

)

κ1,2 = H ±
√

H2 −K (208)

=
1

2
√

x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

((
1

a2
+

1

b2
− 1

c2

)
−

x2

a6
+ y2

b6
+ z2

c6

x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

)
(209)

±

√√√√√√ 1

4a2b2c2
(
x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

)2

( 1

a2
+

1

b2
− 1

c2

)√
x2

a4
+

y2

b4
+

z2

c4
−

x2

a6
+ y2

b6
+ z2

c6(
x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

) 3
2


2

+ 4


(210)

K < 0から全ての点は双曲点であり，楕円点と放物点からなる集合は ∅．なお，臍点は存在
しない
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4.6 P4.3
K =

LN −M2

EG− F 2
=

1

a2b2c2
(
x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

)2
H =

GL− 2FM + EN

2 (EG− F 2)
= ± 1

2
√

x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

((
1

a2
+

1

b2
− 1

c2

)
− 1

x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

(
x2

a6
+ y2

b6
− z2

c6

))

κ1,2 = H ±
√

H2 −K (211)

= ± 1

2
√

x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

((
1

a2
+

1

b2
− 1

c2

)
− 1

x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

(
x2

a6
+

y2

b6
− z2

c6

))
(212)

∓

√√√√√ 1

4a2b2c2
(
x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

)2
a2b2c2

((
1

a2
+

1

b2
− 1

c2

)
−

x2

a6
+ y2

b6
− z2

c6

x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

)2

+ 4

 (213)

よって，全ての点は楕円点となり，双曲点と放物点からなる集合は ∅である．なお，臍点は存
在しない

4.7 P4.4
K =

LN −M2

EG− F 2
=

4

a2b2
(
4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1
)2

H =
GL− 2FM + EN

2 (EG− F 2)
=

1(
4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1
) 3

2

(
1

a2

(
4v2

b4
+ 1

)
+

1

b2

(
4u2

a4
+ 1

))

κ1,2 = H ±
√

H2 −K (214)

=
1(

4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1
) 3

2

(
1

a2

(
4v2

b4
+ 1

)
+

1

b2

(
4u2

a4
+ 1

))
(215)

±

√√√√√ 1

a2b2
(
4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1
)3
((

b

a

(
4v2

b4
+ 1

)
+

a

b

(
4u2

a4
+ 1

))2

−
(
4u2

a4
+

4v2

b4
+ 1

))

(216)

よって，全ての点は楕円点となり，双曲点と放物点からなる集合は ∅である．なお，臍点とな
る条件は

(
b

a

(
4v2

b4
+ 1

)
+

a

b

(
4u2

a4
+ 1

))2

= 4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1である
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4.8 P4.5
K =

LN −M2

EG− F 2
= − 4

a2b2
(
4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1
)2

H =
GL− 2FM + EN

2 (EG− F 2)
=

1(
4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1
) 3

2

(
1

a2

(
4v2

b4
+ 1

)
− 1

b2

(
4u2

a4
+ 1

))

κ1,2 = H ±
√
H2 −K (217)

=
1(

4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1
) 3

2

(
1

a2

(
4v2

b4
+ 1

)
− 1

b2

(
4u2

a4
+ 1

))
(218)

±

√√√√√ 1

a2b2
(
4u2

a4
+ 4v2

b4
+ 1
)3
((

b

a

(
4v2

b4
+ 1

)
− a

b

(
4u2

a4
+ 1

))2

+ 4

(
4u2

a4
+

4v2

b4
+ 1

))

(219)

よって，全ての点は双曲点となり，放物点と双曲点は存在しない．なお，臍点も存在しない

4.9 P4.6
K =

LN −M2

EG− F 2
= 0

H =
GL− 2FM + EN

2 (EG− F 2)
= − 3u

(9u4 + 1)
3
2

κ1,2 = H ±
√

H2 −K (220)
= − 3u

(9u4 + 1)
3
2

± 3u

(9u4 + 1)
3
2

(221)

よって，全ての点が放物点となり，楕円点と双曲点は存在しない．なお，臍点となる条件は
u = 0である

4.10 P4.7
K =

LN −M2

EG− F 2
= − 1(tan2 u+ tan2 v + 1

) (
1− sin2 u sin2 v

)
H =

GL− 2FM + EN

2 (EG− F 2)
= 0

κ1,2 = H ±
√

H2 −K (222)

= ±
√√√√ 1(tan2 u+ tan2 v + 1

) (
1− sin2 u sin2 v

) (223)

よって，放物点，楕円点と臍点は存在しないが，全ての点は双曲点となる
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5 §5

5.1 E5.1

σu =

 cos vsin v
0

 , σv =

 −u sin v
u cos v

k

であるから，

E = σu · σu = 1

F = σu · σv = 0

G = σv · σv = u2 + k2

Iq (ξ) = Eξ21 + 2Fξ1ξ2 +Gξ22 = ξ21 +
(
u2 + k2

)
ξ22

σuu =

 0
0
0

 , σuv =

 − sin v
cos v
0

 , σvv =

 −u cos v
−u sin v

0

であるから，

L = σuu · n = 0

M = σuv · n = − k√
u2+k2

N = 0

IIq (ξ) = Lξ21+2Mξ1ξ2+Nξ22 = − 2k√
u2 + k2

ξ1ξ2．よって，λ (ξ) = − 2kξ1ξ2(
ξ21 + (u2 + k2) ξ22

)√
u2 + k2

ξ2 6= 0のとき，λ (ξ) = −
2k
(
ξ1
ξ2

)
((

ξ1
ξ2

)2
+ u2 + k2

)√
u2 + k2

ここで，α : R → Rを α (t) = − 2kt

(t2 + u2 + k2)
√
u2 + k2

で定めると

α′ (t) =
2k
(
t2 −

(
u2 + k2

))
(t2 + u2 + k2)2

√
u2 + k2

(224)

α′ (t) = 0となるのは t = ±
√
u2 + k2であるから，λmax =

k

u2 + k2
, λmin = − k

u2 + k2
である

5.2 E5.2

σu =

 −r sinu cos v
−r sinu sin v

r cosu

 , σv =

 − (R+ r cosu) sin v
(R+ r cosu) cos v

0

であるから
E = σu · σu = r2

F = σu · σv = 0

G = σv · σv = (R+ r cosu)2
=⇒ Iq (ξ) = Eξ21 + 2Fξ1ξ2 +Gξ22 = r2ξ21 + (R+ r cosu)2 ξ22

σuu =

 −r cosu cos v
−r cosu sin v

−r sinu

 , σuv =

 r sinu sin v
−r sinu cos v

0

 , σvv =

 − (R+ r cosu) cos v
− (R+ r cosu) sin v

0


n =

σu × σv
‖σu × σv‖

=

 cosu cos vcosu sin v
sinu

から，

L = σuu · n = −r

M = σuv · n = 0

N = σvv · n = − (R+ r cosu) cosu
IIq (ξ) = Lξ21 + 2Mξ1ξ2 +Nξ22 = −rξ21 − (R+ r cosu) cosuξ22

λ (ξ) =
−rξ21 − (R+ r cosu) cosuξ22

r2ξ21 + (R+ r cosu)2 ξ22
(225)

ここで，β : [0, 2π] → Rを β (θ) := λ (cos θ, sin θ)で定めると，βが連続より，βは最大値M，最
小値mが存在．∀ξ ∈ TqD = R2\ {0}をとると，∃

(
a
b

)
∈ Aと S ∈ (0,∞)で ξ = S

(
a
b

)
と

なる．このとき，λ (ξ) = λ (sa, sb) = λ (a, b)より，m ≤ λ (ξ) ≤ M．したがって，λは TqD\ {0}
上最大値と最小値を持つ．また

λ (ξ)
(
r2ξ21 + (R+ r cosu)2 ξ22

)
−
(
rξ21 + (R+ r cosu) cosuξ22

)
= 0 (226)
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ξ =

(
a
b

)
のとき，λの最大値または最小値を取るとすると， ∂λ

∂ξ1
(a, b) =

∂λ

∂ξ2
(a, b) = 0

ξ =

(
a
b

)
で代入して微分すると

{(
r2λ (a, b)− r

)
a = 0(

(R+ r cosu)2 λ (a, b)− (R+ r cosu) cosu
)
b = 0

よ

り，
(

a
b

)
6= 0より，λ (a, b) =

1

r
または λ (a, b) =

cosu
R+ r cosu =

1

r

(
1− R

R+ r cosu
)
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6 §7

6.1 E7.1
(1)

σ =

 (R+ r cosu) cos v
(R+ r cosu) sin v

r sinu

 , σu =

 −r sinu cos v
−r sinu sin v

r cosu

 , σv =

 − (R+ r cosu) sin v
(R+ r cosu) cos v

0



e1 = σu
‖σu‖

=

 − sinu cos v
− sinu sin v
cosu

 (227)

e2 = σv − (σv · e1)e1
‖σv − (σv · e1)e1‖ (228)

ここで
σv − (σv · e1)e1 (229)

=

 − (R+ r cosu) sin v
(R+ r cosu) cos v

0

 (230)

−

 − (R+ r cosu) sin v
(R+ r cosu) cos v

0

 ·

 − sinu cos v
− sinu sin v
cosu

 − sinu cos v
− sinu sin v
cosu


(231)

=

 − (R+ r cosu) sin v
(R+ r cosu) cos v

0

 (232)

‖σv − (σv · e1)e1‖ = R+ r cosu (233)
よって

e2 = 1

R+ r cosu

 − (R+ r cosu) sin v
(R+ r cosu) cos v

0

 (234)

σu = re1 + 0e2 (235)
σv = 0e1 + 1e2 (236)

よって

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
(237)

=

(
r 0
0 R+ r cosu

)
(238)

(2) (
θ1

θ2

)
= A

(
du
dv

)
(239)

=

(
rdu

(R+ r cosu)dv
)

(240)
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dθ1 = d (rdu) = rd (du) (241)
dθ2 = d ((R+ r cosu)dv) (242)

= d (R+ r cosu) ∧ dv + (R+ r cosu)d (dv) (243)
= −r sinudu ∧ dv (244)

(3)

(2) より
{
−ω ∧ θ2 = 0

ω ∧ θ1 = −r sinudu ∧ dv

ω := fdu+ gdvとすると
{
(−fdu− gdv) ∧ (R+ r cosu)dv = 0

(fdu+ gdv) ∧ rdu = −r sinudu ∧ dv

=⇒

{
f (R+ r cosu)du ∧ dv = 0

−grdu ∧ dv = −r sinudu ∧ dv =⇒

{
f = 0

g = sinu
よって，ω = sinudvである

(4)

σu =

 −r sinu cos v
−r sinu sin v

r cosu

 , σv =

 − (R+ r cosu) sin v
(R+ r cosu) cos v

0

 ,


E = σu · σu = r2

F = σu · σv = 0

G = σv · σv = (R+ r cosu)2

σu × σv =

 −r (R+ r cosu) cosu cos v
−r (R+ r cosu) cosu sin v

−r (R+ r cosu) sinu

 , ‖σu × σv‖ = r (R+ r cosu)

n =
σu × σv
‖σu × σv‖

=

 − cosu cos v
− cosu sin v

− sinu


σuu =

 −r cosu cos v
−r cosu sin v

−r sinu

 , σuv =

 r sinu sin v
−r sinu cos v

0

 , σvv =

 − (R+ r cosu) cos v
− (R+ r cosu) sin v

0


=⇒


L = σuu · n = r

M = σuv · n = 0

N = σvv · n = (R+ r cosu) cosu
=⇒ K ◦ σ =

LN −M2

EG− F 2
=

cosu
r (R+ r cosu)

(K ◦ σ) θ1 ∧ θ2 =
cosu

r (R+ r cosu)θ
1 ∧ θ2 (245)

=
cosu

r (R+ r cosu)r (R+ r cosu)du ∧ dv (246)
= cosudu ∧ dv (247)

dω = d (sinudv) (248)
= cosudu ∧ dv (249)

よって，dω = (K ◦ σ) θ1 ∧ θ2
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6.2 P7.1
(1)

σ =

 u cos v
u sin v
kv

 , σu =

 cos vsin v
0

 , σv =

 −u sin v
u cos v

k


e1 = σu

‖σu‖
(250)

=

 cos vsin v
0

 (251)

e2 = σv − (σv · e1)e1
‖σv − (σv · e1)e1‖ (252)

ここで

σv − (σv · e1)e1 =
 −u sin v

u cos v
k

−

 −u sin v
u cos v

k

 ·

 cos vsin v
0

 cos vsin v
0

 (253)

=

 −u sin v
u cos v

k

 (254)

から，e2 = 1√
u2 + k2

 −u sin v
u cos v

k


σu = 1e1 + 0e2 (255)
σv = 0e1 +

√
u2 + k2e2 (256)

よって

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
(257)

=

(
1 0

0
√
u2 + k2

)
(258)

(2)
(

θ1

θ2

)
= A

(
du
dv

)
(259)

=

( du√
u2 + k2dv

)
(260)

から
dθ1 = d (du) = 0 (261)
dθ2 = d

(√
u2 + k2dv

)
(262)

=
u√

u2 + k2
du ∧ dv (263)
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(3)
ω = fdu+ gdvとすると

−ω ∧ θ2 = − (fdu+ gdv) ∧
√

u2 + k2dv = −f
√

u2 + k2du ∧ dv (264)
ω ∧ θ1 = (fdu+ gdv) ∧ du = −gdv ∧ du (265)

=⇒

f = 0

g = − u√
u2 + k2

=⇒ ω = − u√
u2 + k2

dv

(4)

σ =

 u cos v
u sin v
kv

 , σu =

 cos vsin v
0

 , σv =

 −u sin v
u cos v

k

 =⇒


E = σu · σu = 1

F = σu · σv = 0

G = σv · σv = u2 + k2

σu × σv =

 k sin v
−k cos v

u

 , ‖σu × σv‖ =
√
u2 + k2,n =

σu × σv
‖σu × σv‖

=
1√

u2 + k2

 k sin v
−k cos v

u



σuu =

 0
0
0

 , σuv =

 − sin v
cos v
0

 , σvv =

 −u cos v
−u sin v

0

 =⇒


L = σuu · n = 0

M = σuv · n = − k√
u2 + k2

N = σvv · n = 0

K ◦ σ =
LN −M2

EG− F 2
=

k2

(u2 + k2)2
から，(K ◦ σ) θ1 ∧ θ2 =

k2

u2 + k2
du ∧ dv = dω
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7 §8

7.1 E8.1
(1)

gq (ξ, η) =
(
1 + u2

)
ξ1η1+uv (ξ1η2 + ξ2η1)+

(
1 + v2

)
ξ2η2 =⇒ gq (ξ, η) =

t ξ

(
1 + u2 uv
uv 1 + v2

)
η

1+ u2 ≥ 1 > 0で，(1 + u2
) (

1 + v2
)
− u2v2 = u2 + v2 +1 > 0が成り立つから，gq (ξ, η)は正定

値である．また，1 + u2, uv, 1 + v2は C∞であるので，gq (ξ, η)はRiemann計量となる

(2)

ϵ1 (u, v) =
∂1

‖∂1‖q
=

1√
1 + u2

(
1
0

)
(266)

(∂2, ϵ1)q = gq (∂1, ϵ1) = gq

( 0
1

)
,

 1√
1 + u2

0

 (267)

=
(
1 + u2

)
· 0 + uv · 1√

1 + u2
+
(
1 + v2

)
· 0 (268)

=
uv√
1 + u2

(269)

ϵ2 (u, v) =
∂2 − (∂2, ϵ1)q ϵ1∥∥∥∂2 − (∂2, ϵ1)q ϵ1

∥∥∥
q

(270)

で

∂2 − (∂2, ϵ1)q ϵ1 =

(
0
1

)
− uv√

1 + u2
· 1√

1 + u2

(
1
0

)
(271)

=

 − uv

1 + u2

1

 (272)
∥∥∥∂2 − (∂2, ϵ1)q ϵ1

∥∥∥2
q
= gq (ϵ2, ϵ2) (273)

=
(
1 + u2

)
· u2v2

(1 + u2)2
+ uv ·

(
− 2uv

1 + u2

)
+
(
1 + v2

)
· 1 (274)

=
1 + u2 + v2

1 + u2
(275)

から

ϵ2 (u, v) =

√
1 + u2

1 + u2 + v2

 − uv

1 + u2

1

 (276)
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よって

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
= (ϵ1, ϵ2)

−1 (277)

=


1√

1 + u2
− uv

1 + u2

√
1 + u2

1 + u2 + v2

0

√
1 + u2

1 + u2 + v2


−1

(278)

=


√
1 + u2

uv√
1 + u2

0

√
1 + u2 + v2

1 + u2

 (279)

(3) (
θ1

θ2

)
= A

( du
dv

)
(280)

=


√
1 + u2

uv√
1 + u2

0

√
1 + u2 + v2

1 + u2

( dudv
)

(281)

=


√
1 + u2du+

uv√
1 + u2

dv√
1 + u2 + v2

1 + u2
dv

 (282)

( dθ1
dθ2

)
=


v

(1 + u2)
3
2

− uv2

(1 + u2)2

√
1 + u2

1 + u2 + v2

du ∧ dv (283)

(4)
ω = fdu+ gdvとすると

−ω ∧ θ2 = − (fdu+ gdv) ∧
√1 + u2 + v2

1 + u2
dv
 (284)

= −f

√
1 + u2 + v2

1 + u2
du ∧ dv = −dθ1 = − v

(1 + u2)
3
2

du ∧ dv (285)

ω ∧ θ1 = (fdu+ gdv) ∧
(√

1 + u2du+
uv√
1 + u2

dv/
)

(286)

=

(
fuv√
1 + u2

− g
√
1 + u2

)
du ∧ dv = −dθ2 = uv2

(1 + u2)2

√
1 + u2

1 + u2 + v2
du ∧ dv (287)


f

√
1 + u2 + v2

1 + u2
=

v

(1 + u2)
3
2

fuv√
1 + u2

− g
√
1 + u2 =

uv2

(1 + u2)2

√
1 + u2

1 + u2 + v2

=⇒

f =
v

(1 + u2)
√
1 + u2 + v2

g = 0
よっ

て，ω =
v

(1 + u2)
√
1 + u2 + v2

du
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(5)

dω =
1

(1 + u2 + v2)
3
2

で

θ1 ∧ θ2 =

(√
1 + u2du+

uv√
1 + u2

dv
)
∧

√1 + u2 + v2

1 + u2
dv
 (288)

=
√
1 + u2 + v2du ∧ dv (289)

から

K =
dω

θ1 ∧ θ2
(290)

=
1

(1 + u2 + v2)2
(291)

7.2 P8.1
(1)

gq (ξ, η) =
4

(1− u2 − v2)2
ξ1η1 +

4

(1− u2 − v2)2
ξ2η2

=⇒ gq (ξ, η) =
t ξ


4

(1− u2 − v2)2
0

0
4

(1− u2 − v2)2

 ηから

(
4

(1− u2 − v2)2

)2

> 0で， 4

(1− u2 − v2)2
> 0なので，gq (ξ, η)は正定値である．よって，gq (ξ, η)

はRiemann計量になる

(2)

ϵ1 =
∂1

‖∂1‖q
=

∣∣1− u2 − v2
∣∣

2

(
1
0

)
=

1− u2 − v2

2

(
1
0

)
, (u2 + v2 < 1)

〈∂2, ϵ1〉q = gq

( 0
1

)
,

 1− u2 − v2

2

0

 = 0 (292)

∂2 − (∂2, ϵ1)q ϵ1 = ∂2 =

(
0
1

)
(293)

ϵ2 =
∂2 − (∂2, ϵ1)q ϵ1∥∥∥∂2 − (∂2, ϵ1)q ϵ1

∥∥∥
q

=
1− u2 − v2

2

(
0
1

)
(294)

よって

A =


1− u2 − v2

2
0

0
1− u2 − v2

2


−1

=


2

1− u2 − v2
0

0
2

1− u2 − v2

 (295)
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(3)
(

θ1

θ2

)
= A

( du
dv

)
(296)

=


2

1− u2 − v2
0

0
2

1− u2 − v2

( dudv
)

(297)

=

 2

1− u2 − v2
du

2

1− u2 − v2
dv

 (298)

( dθ1
dθ2

)
=

 − 4v

(1− u2 − v2)2

4u

(1− u2 − v2)2

du ∧ dv (299)

(3)
ω = fdu+ gdvとする

−ω ∧ θ2 = − (fdu+ gdv) ∧
(

2

1− u2 − v2
dv
)

(300)

= − 2f

1− u2 − v2
du ∧ dv = dθ1 = − 4v

(1− u2 − v2)2
du ∧ dv (301)

ω ∧ θ1 = (fdu+ gdv) ∧
(

2

1− u2 − v2
du
)

(302)

= − 2g

1− u2 − v2
du ∧ dv = dθ2 = 4u

(1− u2 − v2)2
du ∧ dv (303)


2f

1− u2 − v2
=

4v

(1− u2 − v2)2

− 2g

1− u2 − v2
=

4u

(1− u2 − v2)2

=⇒


f =

2v

(1− u2 − v2)

g = − 2u

(1− u2 − v2)

=⇒ ω =
2v

(1− u2 − v2)
du− 2u

(1− u2 − v2)
dv

(5)

dω = − 4

(1− u2 − v2)2
du ∧ dv

θ1 ∧ θ2 =
4

(1− u2 − v2)2
du ∧ dv

K =
dω

θ1 ∧ θ2
= −1 (304)
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8 §9

8.1 E9.1
(1)
a,b ∈ S2 (r)より ‖a‖ =

∥∥b∥∥ = r．よって，a · b = 0より，∀t ∈ R

‖γ (t)‖ =
√
γ (t) · γ (t) (305)

=

√
‖a‖2 cos2 t+ ∥∥b∥∥2 sin2 t+ 2

(a · b) sin t cos t (306)

=

√
r2 cos2 t+ r2 sin2 t = r (307)

となるので，γ (t) ∈ S2 (r)．よって，γ は S2 (r)上の曲線である

(2)

∀t ∈ R, γ̈ (t) = −a cos t− b sin t = −γ (t) ,n (p) = 1

r
p,n (γ (t)) = 1

r
γ (t)

C∞ 関数 f : R3 → Rを f (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − r2 で定めると，∀p ∈ S2 (r) , f は S2 (r)の
局所方程式．このとき，p ∈ S2 (r)に対し

(∇f) (p) =
 2x

2y
2z

 (308)

より，(∇f) (γ (t)) = 2γ (t)．よって，Tγ(t)S
2 (r) =

{v ∈ R3
∣∣γ (t) · v = 0

}．従って，v ∈ Tγ(t)S
2 (r)

に対して，γ̈ (t) · v = − (γ (t) · v) = 0から，γ は測地線

8.2 E9.2
S の σに関する第一基本量は

E
(
u1, u2

)
= 1, F

(
u1, u2

)
= 0, G

(
u1, u2

)
=
(
u1
)2

+ k2 (309)

従って

(gij) =

(
1 0

0
(
u1
)2

+ k2

)
,
(
gij
)
=

(
1 0
0 1

(u1)2+k2

)
(310)

である．∀i, j, k ∈ {1, 2}に対して，∂gij
∂uk

=

{
2u1 (i, j, k) = (2, 2, 1)

0 その他 ．ゆえに，∀i, j, k ∈ {1, 2}

に対して

∂gjl
∂uk

+
∂gkl
∂uj

−
∂gkj
∂ul

=


2u1 (j, k, l) = (1, 2, 2) , (2, 1, 2)

−2u1 (j, k, l) = (2, 2, 1)

0 その他
(311)
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よって，∀i, j, k ∈ {1, 2}に対して

Γi
jk =

1

2

2∑
l=1

gli
(
∂gjl
∂uk

+
∂gkl
∂uj

−
∂gkj
∂ul

)
(312)

=
1

2
gii
(
∂gji
∂uk

+
∂gki
∂uj

−
∂gkj
∂ui

)
(313)

=


u1

(u1)2+k2
(i, j, k) = (2, 1, 2) , (2, 2, 1)

−u1 (i, j, k) = (1, 2, 2)

0 その他
(314)

8.3 E9.3
S の σに関する第一基本量は

E
(
u1, u2

)
= a2

(
u1
)2

+ 1, F
(
u1, u2

)
= abu1u2, G

(
u1, u2

)
= b2

(
u2
)2

+ 1 (315)
従って

(gij) =

(
a2
(
u1
)2

+ 1 abu1u2

abu1u2 b2
(
u2
)2

+ 1

)
(316)

(
gij
)
=

1

a2 (u1)2 + b2 (u2)2 + 1

(
b2
(
u2
)2

+ 1 −abu1u2

−abu1u2 a2
(
u1
)2

+ 1

)
(317)

=


1−

a2
(
u1
)2

a2 (u1)2 + b2 (u2)2 + 1
− abu1u2

a2 (u1)2 + b2 (u2)2 + 1

− abu1u2

a2 (u1)2 + b2 (u2)2 + 1
1−

b2
(
u2
)2

a2 (u1)2 + b2 (u2)2 + 1

 (318)

となる．c1 = a, c2 = bとおくと


gij = δij + cicju

iuj

gij = δij −
cicju

iuj

a2 (u1)2 + b2 (u2)2 + 1

(i, j ∈ {1, 2})である

∀i, j, k ∈ {1, 2}に対して，∂gij
∂uk

= cicj
(
δiku

j + δjku
i
)．ゆえに，∀i, j, k ∈ {1, 2}に対して

∂gjl
∂uk

+
∂gkl
∂uj

−
∂gkj
∂ul

= cjcl

(
δjku

l + δlku
j
)
+ ckcl

(
δkju

l + δlju
k
)
− ckcj

(
δklu

j + δjlu
k
)
(319)

= cl (cj + ck) δjku
l + ck (cl − cj) δjlu

k + cj (cl − ck) δklu
j (320)

= cl (cj + ck) δjku
l (321)

よって，∀i, j, k ∈ {1, 2}に対して

Γi
jk =

1

2

2∑
l=1

gli
(
∂gjl
∂uk

+
∂gkl
∂uj

−
∂gkj
∂ul

)
(322)

=
1

2
(cj + ck) δjk

2∑
l=1

(
δli −

clciu
lui

a2 (u1)2 + b2 (u2)2 + 1

)
clu

l (323)

=
1

2
(cj + ck) δjk

(
ciu

i − ciu
i ·

a2
(
u1
)2

+ b2
(
u2
)2

a2 (u1)2 + b2 (u2)2 + 1

)
(324)

=
ci (cj + ck) δjku

i

2
(
a2 (u1)2 + b2 (u2)2 + 1

) (325)
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ゆえに

Γi
jk =



a2u1

a2 (u1)2 + b2 (u2)2 + 1
(i, j, k) = (1, 1, 1)

abu1

a2 (u1)2 + b2 (u2)2 + 1
(i, j, k) = (1, 2, 2)

abu2

a2 (u1)2 + b2 (u2)2 + 1
(i, j, k) = (2, 1, 1)

b2u2

a2 (u1)2 + b2 (u2)2 + 1
(i, j, k) = (2, 2, 2)

0 その他

(326)

8.4 P9.1
(1)
x2 + y2 = (r cos t)2 + (r sin t)2 = r2 =⇒ γ (t) ∈ S

(2)

∀t ∈ R, γ̈ (t) =

 −r cos t
−r sin t

0

 , f (x, y, z) = x2 + y2 − r2とおくと，∇f =

 2x
2y
0

で，γ を代入

すると

(∇f) (γ (t)) =

 2r cos t
2r sin t

0

 (327)

から，̈γ (t) = −1

2
(∇f) (γ (t))で，Tγ(t)S =

{v ∈ R3
∣∣(∇f) (γ (t)) · v = 0

}
=
{v ∈ R3

∣∣γ̈ (t) · v = 0
}

から，γ (t) ⊥ Tγ(t)S で，測地線になる

8.5 P9.2
S の σに関する第一基本量は

E
(
u1, u2

)
= r2, F

(
u1, u2

)
= 0, G

(
u1, u2

)
= (R+ r cosu)2 (328)

従って

(gij) =

(
r2 0

0 (R+ r cosu)2
)

(329)

(
gij
)
=


1

r2
0

0
1

(R+ r cosu)2

 (330)
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である．∀i, j, k ∈ {1, 2}に対して，∂gij
∂uk

=

{
−2r (R+ r cosu) sinu (i, j, k) = (2, 2, 1)

0 その他
δ関数を用いると

(gij) = r2δi1δj1 +
(
R+ r cosu1)2 δi2δj2 (331)(

gij
)
=

1

r2
δi1δj1 +

1

(R+ r cosu1)2 δi2δj2 (332)
∂gij
∂uk

= −2r
(
R+ r cosu1) sinu1δi2δj2δk1 (333)

∂gjl
∂uk

+
∂gkl
∂uj

−
∂gkj
∂ul

= −2r
(
R+ r cosu1) sinu1 (δj2δl2δk1 + δk2δl2δj1 − δk2δj2δl1) (334)

Γi
jk =

1

2

2∑
l=1

gli
(
∂gjl
∂uk

+
∂gkl
∂uj

−
∂gkj
∂ul

)
(335)

=
1

2

2∑
l=1

(
1

r2
δl1δi1 +

1

(R+ r cosu1)2 δl2δi2
)

(336)

· (δj2δl2δk1 + δk2δl2δj1 − δk2δj2δl1) ·
(
−2r

(
R+ r cosu1) sinu1) (337)

=
1

2

2∑
l=1

(
− 1

r2
δi1δj2δk2δl1 +

δi2δl2 (δj1δk2 + δj2δk1)

(R+ r cosu1)2
)(

−2r
(
R+ r cosu1) sinu1) (338)


− 1

r2
δi1δj2δk2 ·

(
−2r

(
R+ r cosu1) sinu1) l = 1

1

(R+ r cosu1)2 δi2 (δj1δk2 + δj2δk1) ·
(
−2r

(
R+ r cosu1) sinu1) l = 2

から

Γi
jk = −r

(
R+ r cosu1) sinu1(− 1

r2
δi1δj2δk2 +

1

(R+ r cosu1)2 δi2 (δj1δk2 + δj2δk1)

)
(339)

=



1

r

(
R+ r cosu1) sinu1 (i, j, k) = (1, 2, 2)

− r sinu1
R+ r cosu1 (i, j, k) = (2, 1, 2) , (2, 2, 1)

0 その他

(340)

8.6 P9.3
S の σに関する第一基本量は

E
(
u1, u2

)
= 9u4 + 1, F

(
u1, u2

)
= 0, G

(
u1, u2

)
= 1 (341)

従って

(gij) =

(
9
(
u1
)4

+ 1 0
0 1

)
=
(
9u4 + 1

)
δi1δj1 + δi2δj2 (342)

(
gij
)
=

 1

9 (u1)4 + 1
0

0 1

 =
1

9u4 + 1
δi1δj1 + δi2δj2 (343)
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である．∀i, j, k ∈ {1, 2}に対して，∂gij
∂uk

=

{
36
(
u1
)3

(i, j, k) = (1, 1, 1)

0 その他

∂gjl
∂uk

+
∂gkl
∂uj

−
∂gkj
∂ul

= 36
(
u1
)3

(δj1δk1δl1 + δj1δk1δl1 − δj1δk1δl1) (344)
= 36

(
u1
)3

δj1δk1δl1 (345)

よって，∀i, j, k ∈ {1, 2}に対して

Γi
jk =

1

2

2∑
l=1

gli
(
∂gjl
∂uk

+
∂gkl
∂uj

−
∂gkj
∂ul

)
(346)

=
1

2

2∑
l=1

36
(
u1
)3( 1

9u4 + 1
δl1δi1 + δl2δi2

)
δj1δk1δl1 (347)

=
1

2

2∑
l=1

36u3

9u4 + 1
(δi1δj1δk1δl1 + δi1δj1δk1δl1 − δi1δj1δk1δl1) (348)


36u3

9u4 + 1
δi1δj1δk1 l = 1

0 l = 2

から

Γi
jk =

18u2

9u4 + 1
δi1δj1δk1 (349)

=


18
(
u1
)3

9 (u1)4 + 1
(i, j, k) = (1, 1, 1)

0 その他
(350)
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9 §10

9.1 E10.1
(1)
∀t ∈ I

X (t) · n (γ (t)) =
 h cos t− t2 sin t

h sin t+ t2 cos t
−
√
r2 − h2

 · 1
r


√
r2 − h2 cos t√
r2 − h2 sin t

h

 (351)

=
1

r

(
h
√
r2 − h2 cos2 t+ h

√
r2 − h2 sin2 t− h

√
r2 − h2

)
= 0 (352)

より，X (t) ∈ Tγ(t)S
2 (r)．故に，X は γ に沿う接ベクトル場である．また

dX
dt (t) =

 −t2 cos t− (2t+ h) sin t
−t2 sin t+ (2t+ h) cos t

0

 (353)

より，dXdt (t) · n (γ (t)) = −
√
r2 − h2

r
t2．従って

DX
dt (t) =

(dX
dt (t)

)
tan

(354)

=
dX
dt (t)−

(dX
dt (t) · n (γ (t))

)
n (γ (t)) (355)

=

 −t2 cos t− (2t+ h) sin t
−t2 sin t+ (2t+ h) cos t

0

+

√
r2 − h2

r
t2 · 1

r


√
r2 − h2 cos t√
r2 − h2 sin t

h

 (356)

=


−h2

r2
t2 cos t− (2t+ h) sin t

−h2

r2
t2 sin t+ (2t+ h) cos t

h
√
r2 − h2

r2
t2

 (357)

また，第三成分が常に 0になるのは h = 0のとき，第一成分，第二成分は −2t sin t, 2t cos tな
ので，例えば t = πのとき，両方が 0ではない．すなわち，DXdt (t) 6≡ 0．従って，X は γ に沿
って平行ではない

(2)
∀t ∈ I

γ̇ (t) · n (γ (t)) =
 −

√
r2 − h2 sin t√
r2 − h2 cos t

0

 · 1
r


√
r2 − h2 cos t√
r2 − h2 sin t

h

 = 0 (358)
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より，̇γ (t) ∈ Tγ(t)S
2 (r)．よって，̇γは γに沿う接ベクトル場である．また dγ̇dt (t) =

 −
√
r2 − h2 cos t

−
√
r2 − h2 sin t

0


より，dγ̇dt (t) · n (γ (t)) = −r2 − h2

r
．従って

Dγ̇
dt (t) =

dγ̇
dt (t)−

(dγ̇
dt (t) · n (γ (t))

)
n (γ (t)) (359)

=

 −
√
r2 − h2 cos t

−
√
r2 − h2 sin t

0

+
r2 − h2

r2
· 1
r


√
r2 − h2 cos t√
r2 − h2 sin t

h

 (360)

=


−h2

√
r2 − h2

r2
cos t

−h2
√
r2 − h2

r2
sin t

h
(
r2 − h2

)
r2


(361)

また，h = 0のとき，Dγ̇dt (t) = 0で，h 6= 0のとき，Dγ̇dt (t) 6= 0より，h = 0のとき,γ̇は γに沿
って平行であり，h 6= 0のとき，γ̇ は γ に沿って平行ではない

9.2 E10.2
(1)
∀t ∈ R  x

y
z

 = γ (t) =

 a cos t
a sin t
kt

 (362)

とすると

x sin z

k
− y cos z

k
= a cos t sin t− a sin t cos t = 0 (363)

よって，γ (t) =

 x
y
z

 ∈ S．従って，γ は S 内の曲線である

(2)
E2.1 の (2) より，S の単位法ベクトル場は

n (p) = 1√
x2 + y2 + k2


k sin z

k

−k cos z
k

x cos z
k
+ y sin z

k

 (364)

56



みかん猫

である．また

dγ
dt (t) =

 −a sin t
a cos t

k

 (365)
∥∥∥∥dγdt (t)

∥∥∥∥ =
√
a2 + k2 (366)

d2γ
dt2 (t) =

 −a cos t
−a sin t

0

 (367)

n (γ (t)) = 1√
a2 + k2

 k sin t
−k cos t

a

 (368)

det
(
dγ
dt

d2γ
dt2 (t) n (γ (t))

)
=

1√
a2 + k2

∣∣∣∣∣∣
−a sin t −a cos t k sin t
a cos t −a sin t −k cos t

k 0 a

∣∣∣∣∣∣ (369)

= a
√

a2 + k2 (370)
従って

κg (t) =
1∥∥∥dγdt ∥∥∥3 det

(
dγ
dt

d2γ
dt2 (t) n (γ (t))

)
(371)

=
a

a2 + k2
(372)

また，
∥∥∥∥dγdt

∥∥∥∥ =
√
a2 + k2は定数だから，κg ≡ 0 ⇐⇒ a = 0．よって，a = 0のとき，γ は測地

線で，a 6= 0のとき，γ は測地線ではない

9.3 P10.1
(1)

X (t) · n (γ (t)) =
 −rt sin t

rt cos t
ht

 ·

 cos tsin t
0

 (373)

= −rt sin t cos t+ rt cos t sin t = 0 (374)
であるから，X (t) ∈ Tγ(t)S で，X (t)は γ に沿う接ベクトル場である．また

dX
dt (t) =

 −r (sin t+ t cos t)
r (cos t− t sin t)

h

 (375)

dX
dt (t) · n (γ (t)) = −rt (376)

DX
dt (t) =

(dX
dt (t)

)
tan

=
dX
dt −

(dX
dt (t) · n (γ (t))

)
n (γ (t)) (377)

=

 −r (sin t+ t cos t)
r (cos t− t sin t)

h

+ rt

 cos tsin t
0

 =

 −r sin t
r cos t

h

 (378)
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第一成分と第二成分は常に 0にならないので，DXdt (t) 6≡ 0．従って，X は γ に沿って平行で
はない

(2)

γ̇ (t) =

 −r sin t
r cos t

h

 (379)

γ̈ (t) =

 −r cos t
−r sin t

0

 (380)

n (γ (t)) =
 cos tsin t

0

 (381)

κg (t) =
1

‖γ̇‖3
det ( γ̇ γ̈ n (γ) ) (382)

=
1

(r2 + h2)
3
2

∣∣∣∣∣∣
−r sin t −r cos t cos t
r cos t −r sin t sin t

h 0 0

∣∣∣∣∣∣ (383)

= 0 (384)

(3)

ċ =

 −2rt sin t2
2rt cos t2

2ht

 , c̈ =

 −2r
(sin t2 + 2t2 cos t2)

2r
(cos t2 − 2t2 sin t2)

2h

 ,n (c (t)) =
 cos t2sin t2

0


‖ċ‖ =

√
4r2t2 + 4h2t2 = 2t

√
r2 + h2 (385)

κg (t) =
1

‖ċ‖3
det ( ċ c̈ n (c) ) (386)

=
1(

2t
√
r2 + h2

)3
∣∣∣∣∣∣
−2rt sin t2 −2r

(sin t2 + 2t2 cos t2) cos t2
2rt cos t2 2r

(cos t2 − 2t2 sin t2) sin t2
2ht 2h 0

∣∣∣∣∣∣ (387)

= 0 (388)

ここで，κg (t) ≡ 0であるが，t 6= 0なら ‖ċ‖ 6= Constなので，‖ċ‖は定数にならない．従って，
cは測地線ではない
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10 §12

10.1 E12.1
e1 =

(
1
0

)
,e2 =

(
0
1

)
を gq (ξ, η)に代入すると

g (e1,e1) =
(
1 + u2

) (389)
g (e1,e2) = uv (390)
g (e2,e2) =

(
1 + v2

) (391)

(1)

ϵ1 =
e1
‖e1‖ =

e1√
g (e1,e1)

=
1√

1 + u2

(
1
0

)
(392)

e′2 := e2 − g (e2, ϵ1) ϵ1とおくと

e′2 =
(

0
1

)
− g

((
0
1

)
,

(
1√

1+u2

0

))
· 1√

1 + u2

(
1
0

)
(393)

=

(
0
1

)
− uv√

1 + u2
· 1√

1 + u2

(
1
0

)
(394)

=

 − uv

1 + u2

1

 (395)
∥∥e′2∥∥2g = g

(e′2,e′2) (396)

=
u2v2

1 + u2
− 2u2v2

1 + u2
+
(
1 + v2

)
= 1 + v2 − u2v2

1 + u2
(397)

=
u2v2 + u2 + v2 + 1− u2v2

1 + u2
=

u2 + v2 + 1

1 + u2
(398)

ϵ2 =
e2′

‖e′2‖g
(399)

=

√
1 + u2

u2 + v2 + 1

 − uv

1 + u2

1

 (400)



γ1 =

(
t

0

)
=

(
u

v

)

γ2 =

(
1

t− 1

)
=

(
u

v

)

γ3 =

(
3− t

3− t

)
=

(
u

v

) =⇒



γ̇1 =

(
1

0

)

γ̇2 =

(
0

1

)

γ̇3 =

(
−1

−1

)
γ1, γ2, γ3をそれぞれ ϵ1, ϵ2に代入すると
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ϵ1 =

 1√
1 + t2

0

 ϵ1 =

 1√
2
0

 ϵ1 =

 1√
t2 − 6t+ 10

0



ϵ2 =

(
0

1

)
ϵ2 =


1− t√

2t2 − 4t+ 6√
2√

t2 − 2t+ 3

 ϵ2 =


(t− 3)2

√
t2−6t+10

2t2−12t+19

t2 − 6t+ 10√
t2 − 6t+ 10

2t2 − 12t+ 19


γ1に対して

ξ

‖ξ‖g
=

γ̇1
‖γ̇1‖g

=
1√

1 + t2

(
1
0

)
(401)

= cos (ϕ1 (t))

 1√
1 + t2

0

+ sin (ϕ1 (t))

(
0
1

)
(402)

から，
{
cos (ϕ (t)) = 1

sin (ϕ (t)) = 0
で，ϕ1 (0) = ϕ1 (1) = 0

γ2に対して
ξ

‖ξ‖g
=

γ̇2
‖γ̇2‖g

=
1√

t2 − 2t+ 2

(
0
1

)
(403)

= cos (ϕ2 (t))

 1√
2
0

+ sin (ϕ2 (t))


1− t√

2t2 − 4t+ 6√
2√

t2 − 2t+ 3

 (404)

で，ϕ2 (1) , ϕ2 (2) はそれぞれ



(
0

1

)
= cos (ϕ2 (1))

 1√
2

0

+ sin (ϕ2 (1))

 0

1


 0

1√
2

 = cos (ϕ2 (2))

 1√
2

0

+ sin (ϕ2 (2))

 − 1√
6

2√
6


であるから，


ϕ2 (1) =

π

2

ϕ2 (2) =
π

3
γ3に対して

ξ

‖ξ‖g
=

γ̇3
‖γ̇3‖g

=
1√

(u+ v)2 + 2

(
−1
−1

)
=

1√
4t2 − 24t+ 38

(
−1
−1

)
(405)

= cos (ϕ3 (t))

 1√
t2 − 6t+ 10

0

+ sin (ϕ3 (t))


(t− 3)2

√
t2−6t+10

2t2−12t+19

t2 − 6t+ 10√
t2 − 6t+ 10

2t2 − 12t+ 19


(406)
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で，ϕ3 (2) , ϕ3 (3)はそれぞれ − 1√
6

− 1√
6

 = cos (ϕ3 (2))

 1√
2
0

+ sin (ϕ3 (2))


1√
6
2√
6

 (407)

 − 1√
2

− 1√
2

 = cos (ϕ3 (3))

(
1

0

)
+ sin (ϕ3 (3))

(
0

1

)
(408)

であるから，


ϕ3 (2) =

7π

6

ϕ3 (3) =
5π

4

(2)


ϕ2 (1)− ϕ1 (1)− θ1 ∈ 2πZ
ϕ3 (2)− ϕ2 (2)− θ2 ∈ 2πZ
ϕ1 (0)− ϕ3 (3)− θ3 ∈ 2πZ

=⇒



π

2
− 0− θ1 ∈ 2πZ

7π

6
− π

3
− θ2 ∈ 2πZ

0− 5π

4
− θ3 ∈ 2πZ

=⇒



θ1 =
π

2

θ2 =
5π

6

θ3 =
3π

4

(3)

Rotg (γ) =
3∑

i=1

(ϕi (ti)− ϕi (ti−1)) +
3∑

i=1

θi (409)

=
(
0− π

6
+

π

12

)
+

(
π

2
+

5π

6
+

3π

4

)
(410)

= 2π (411)

10.2 P12.1
e1 =

(
1
0

)
,e2 =

(
0
1

)
を gq (ξ, η)に代入すると

g (e1,e1) = 4

(1− u2 − v2)2
(412)

g (e1,e2) = 0 (413)
g (e2,e2) = 4

(1− u2 − v2)2
(414)

(1)

ϵ1 =
e1

‖e1‖g
=

e1√
g (e1,e1)

=
1− u2 − v2

2

(
1
0

)
(415)
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e′2 := e2 − g (e2, ϵ1) ϵ1とおくと

e′2 =
(

0
1

)
− g

((
0
1

)
,

(
1−u2−v2

2
0

))(
1−u2−v2

2
0

)
(416)

=

(
0
1

)
(417)

ϵ2 =
e2′

‖e′2‖g
(418)

=

(
1− u2 − v2

)
2

(
0
1

)
(419)



γ1 =

(
a cos t
a sin t

)
=

(
u

v

)

γ2 =

(
a
2 (cos t− 1)

a
2 sin t

)
=

(
u

v

)

γ3 =

(
−a

2 (cos t− 1)

−a
2 sin t

)
=

(
u

v

) =⇒



γ̇1 =

(
−a sin t
a cos t

)

γ̇2 =

(
−a

2 sin t
a
2 cos t

)

γ̇3 =

(
a
2 sin t

−a
2 cos t

)
ここで，λ :=

1− u2 − v2

2
とし，γ1, γ2, γ3をそれぞれ代入すると

λ1 =
1− a2

2
(420)

λ2 =
a2 cos t− a2 + 2

4
(421)

λ3 =
a2 cos t− a2 + 2

4
(422)

γ1, γ2, γ3をそれぞれ ϵ1, ϵ2に代入すると

ϵ1 = λ1

(
1
0

)
ϵ1 = λ2

(
1
0

)
ϵ1 = λ3

(
1
0

)
ϵ2 = λ1

(
0
1

)
ϵ2 = λ2

(
0
1

)
ϵ2 = λ3

(
0
1

)
から，λを代入すると

ϵ1 =

(
1−a2

2
0

)
ϵ1 =

(
a2 cos t−a2+2

4
0

)
ϵ1 =

(
a2 cos t−a2+2

4
0

)
ϵ2 =

(
0

1−a2

2

)
ϵ2 =

(
0

a2 cos t−a2+2
4

)
ϵ2 =

(
0

a2 cos t−a2+2
4

)
γ1に対して

ξ

‖ξ‖g
=

γ̇1
‖γ̇1‖g

=
1− u2 − v2

2a

(
−a sin t
a cos t

)
=

1− a2

2

(
− sin t
cos t

)
(423)

= cos (ϕ1 (t))

 1− a2

2

0

+ sin (ϕ1 (t))

 0
1− a2

2

 (424)
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で  0
1− a2

2

 = cos (ϕ1 (0))

 1− a2

2

0

+ sin (ϕ1 (0))

 0
1− a2

2

 (425)

 0

−1− a2

2

 = cos (ϕ1 (π))

 1− a2

2

0

+ sin (ϕ1 (π))

 0
1− a2

2

 (426)

より，


ϕ1 (0) =

π

2

ϕ1 (π) =
3π

2
γ2に対して

ξ

‖ξ‖g
=

γ̇2
‖γ̇2‖g

=
1− u2 − v2

2

(
− sin t
cos t

)
=

a2 cos t− a2 + 2

4

(
− sin t
cos t

)
(427)

= cos (ϕ2 (t))

 a2 cos t− a2 + 2

4

0

+ sin (ϕ2 (t))

 0
a2 cos t− a2 + 2

4


(428)

で  0

a2 − 1

2

 = cos (ϕ2 (π))

 1− a2

2

0

+ sin (ϕ2 (π))

 0
1− a2

2

 (429)

 0

−1

2

 = cos (ϕ2 (2π))

 1

2

0

+ sin (ϕ2 (2π))

 0

1

2

 (430)

より，


ϕ2 (π) =

3π

2

ϕ2 (2π) =
π

2
γ3に対して

ξ

‖ξ‖g
=

γ̇3
‖γ̇3‖g

=
1− u2 − v2

2

( sin t
− cos t

)
=

a2 cos t− a2 + 2

4

( sin t
− cos t

)
(431)

= cos (ϕ3 (t))

 a2 cos t− a2 + 2

4

0

+ sin (ϕ3 (t))

 0
a2 cos t− a2 + 2

4


(432)

で  0

−1

2

 = cos (ϕ3 (2π))

 1

2

0

+ sin (ϕ3 (2π))

 0

1

2

 (433)
 0

1− a2

2

 = cos (ϕ3 (3π))

 1− a2

2

0

+ sin (ϕ3 (3π))

 0

1− a2

2

 (434)

より，


ϕ3 (2π) =

3π

2

ϕ3 (3π) =
π

2
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(2)


ϕ2 (π)− ϕ1 (π)− θ1 ∈ 2πZ
ϕ3 (2π)− ϕ2 (2π)− θ2 ∈ 2πZ
ϕ1 (0)− ϕ3 (3π)− θ3 ∈ 2πZ

=⇒



3π

2
− 3π

2
− θ1 ∈ 2πZ

3π

2
− π

2
− θ2 ∈ 2πZ

π

2
− π

2
− θ3 ∈ 2πZ

=⇒


θ1 = 0

θ2 = −π

θ3 = 0

(3)

Rotg (γ) =
3∑

i=1

(ϕi (ti)− ϕi (ti−1)) +

3∑
i=1

θi (435)

=

(
3π

2
− π

2

)
+

(
π

2
− 3π

2

)
+

(
π

2
− 3π

2

)
+ 0− π + 0 (436)

= 2π (437)
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11 §13

11.1 E13.1
(1)

∠A+ ∠B + ∠C =

∫∫
△ABC

KdA+ π (438)

=

∫∫
△ABC

1

r2
dA+ π (439)

> π (440)

(2)
x · y = 0をみたす x,y ∈ S2 (r)に対し，γ (t) = x cos t + y sin tは x,yを通る測地線で，その
弧長パラメータ表示 γ (s) = x cos s

r
+ y sin s

r
も測地線

1. a · b =

 r
0
0

 ·

 0
r
0

 = 0より，γ1 :
[
0,

πr

2

]
→ S2 (r)を γ1 (s) = a cos s

r
+ b sin s

r
= r cos s

r
r sin s

r
0

で定めると，γ1 (0) =

 r
0
0

 , γ2

(πr
2

)
=

 0
r
0

なので，γ1が aを始点 b

を終点とする弧長パラメータ表示された最短の S2 (r)内の測地線

2. a · c =

 r
0
0

 ·

 0
0
r

 = 0より，γ2 :
[
0,

πr

2

]
→ S2 (r)を γ2 (s) = a cos s

r
+ c sin s

r
=

 r cos s
r

0
r sin s

r

で定める，γ2 (0) =

 r
0
0

 , γ2

(πr
2

)
=


r√
2

0
r√
2

なので，γ2 は aを始点 c

を終点とする弧長パラメータ表示された最短の S2 (r)内の測地線

(3)

γ′1 (s) =

 − sin s
r

cos s
r

0

 , γ′2 (s) =

 − sin s
r

0
cos s

r

より，γ′1 (0) =

 0
1
0

 , γ′2 (0) =

 0
0
1

である．
よって

γ′1 (0) · γ′2 (0)
‖γ′1 (0)‖ ‖γ′2 (0)‖

= 0 (441)

となるので，∠A =
π

2

(4)
∠B,∠C も同様に計算すると，∠B =

π

4
,∠C =

π

2
となる．ガウス・ボンネの定理より

1

r2

∫∫
△ABC

dA = ∠A+ ∠B + ∠C − π (442)

=
π

4
(443)
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よって，Area (4ABC) =
π

4
r2

11.2 P13.1
(1)

â =
a
r
, b̂ =

b
r
, ĉ =

c
r
とおく

1. â · b̂ =

 1
2
0√
3
2

 ·

 0
−1

2√
3
2

 =
3

4
,

â · b̂

‖â‖
∥∥∥b̂∥∥∥ = arccos 3

4
で，ϵ1 = âとし

ϵ2 =
b̂−

(
b̂ · â

)
â∥∥∥b̂− (b̂ · â) â∥∥∥ (444)

=
4√
7


−3

8

−1

2

3
√
3

8

 =


− 3

2
√
7

− 2√
7

3
√
3

2
√
7

 (445)

よって，γab (s) = r

cos

s

r


1

2

0
√
3

2



+ sin


s

r


− 3

2
√
7

− 2√
7

3
√
3

2
√
7





 0 ≤ s ≤ r arccos 3
4

2. b̂ · ĉ =
 0

−1
2√
3
2

 ·


1√
3

− 1√
3

− 1√
3

 =
1

2
√
3
− 1

2
,

b̂ · ĉ∥∥∥b̂∥∥∥ ‖ĉ‖ = arccos
(

1

2
√
3
− 1

2

)
で，ϵ1 = b̂とし

ϵ2 =
ĉ−

(
ĉ · b̂

)
b̂∥∥∥ĉ− (ĉ · b̂) b̂∥∥∥ (446)

=

√
6√

4 +
√
3



1√
3

−1 +
√
3

4

−3 +
√
3

12

 =



√
2√

4 +
√
3

− 3 +
√
3

4
(
4 +

√
3
)

− 3 +
√
3

2
√
6
(
4 +

√
3
)


(447)

よって，γbc (s) = r


cos

s

r


0

−1

2√
3

2


+ sin


s

r



√
2√

4 +
√
3

− 3 +
√
3

4
(
4 +

√
3
)

− 3 +
√
3

2
√
6
(
4 +

√
3
)






で，ここで，
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0 ≤ s ≤ r arccos
(

1

2
√
3
− 1

2

)

3. ĉ · â =


1√
3

− 1√
3

− 1√
3

 ·

 1
2
0√
3
2

 =
1

2
√
3
− 1

2
,

ĉ · â
‖ĉ‖ ‖â‖

= arccos
(

1

2
√
3
− 1

2

)
で，ϵ1 = ĉとし

ϵ2 =
â− (â · ĉ) ĉ
‖â− (â · ĉ) ĉ‖

(448)

=

√
6√

4 +
√
3



2 +
√
3

6

1−
√
3

6
1

6
+

1√
3

 =



2 +
√
3√

6
(
4 +

√
3
)

1−
√
3√

6
(
4 +

√
3
)

1 + 2
√
3√

6
(
4 +

√
3
)


(449)

よって，γca (s) = r


cos


s

r



1√
3

− 1√
3

− 1√
3



+ sin


s

r



2 +
√
3√

6
(
4 +

√
3
)

1−
√
3√

6
(
4 +

√
3
)

1 + 2
√
3√

6
(
4 +

√
3
)






で，ここで，

0 ≤ s ≤ r arccos
(

1

2
√
3
− 1

2

)

(2)
(1) の計算より，

va→b = b̂−
(
b̂ · â

)
â =


−3

8

−1

2

3
√
3

8

 ‖va→b‖ =

√
7

4

va→c = ĉ− (ĉ · â) â =



1 +
√
3

4

− 1√
3

−3 +
√
3

12

 ‖va→c‖ =

√
4 +

√
3√

6
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

vb→c = ĉ−
(
ĉ · b̂

)
b̂ =



1√
3

−1 +
√
3

4

−3 +
√
3

12

 ‖vb→c‖ =

√
4 +

√
3√

6

vb→a = â−
(
â · b̂

)
b̂ =



1

2
3

8√
3

8

 ‖vb→a‖ =

√
7

4



vc→a = â− (â · ĉ) ĉ =



2 +
√
3

6

1−
√
3

6
1

6
+

1√
3


‖vc→a‖ =

√
4 +

√
3√

6

vc→b = b̂−
(
b̂ · ĉ

)
ĉ =



−1 +
√
3

6

−2−
√
3

6
2√
3
− 1

6


‖vc→b‖ =

√
10−

√
3√

6

であるから

cos∠A =
va→b · va→c

‖va→b‖ ‖va→c‖
= − 9 +

√
3

2
√
42
(
4 +

√
3
) (450)

cos∠B =
vb→a · vb→c

‖vb→a‖ ‖vb→c‖
=

−3 +
√
3√

42
(
4 +

√
3
) (451)

cos∠C =
vc→a · vc→b

‖vc→a‖ ‖vc→b‖
=

25 + 4
√
3

6
√
37 + 6

√
3

(452)

よって，



∠A = arccos
− 9 +

√
3

2
√

42
(
4 +

√
3
)


∠B = arccos
 −3 +

√
3√

42
(
4 +

√
3
)


∠C = arccos
(

25 + 4
√
3

6
√
37 + 6

√
3

)

(3)

Area (4ABC) = r2 (∠A+ ∠B + ∠C − π) (453)
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= r2

arccos
− 9 +

√
3

2
√
42
(
4 +

√
3
)
+ arccos

 −3 +
√
3√

42
(
4 +

√
3
)
+ arccos

(
25 + 4

√
3

6
√
37 + 6

√
3

)
− π


(454)
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12 §14

12.1 E14.1

f : S2 (1) → S,

 x
y
z

 7→ r

(x2m + y2m + z2m)
1

2m

 x
y
z

は同相写像で，実際，g : S → S2 (1)が

f の逆写像で，f と gは連続であるから，S と S2 (1)は同相．よって，χ (S) = χ
(
S2 (1)

)
= 2

12.2 E14.2

前の計算より，TR,r のガウス曲率 K は K =
1

r2

(
1− R√

x2 + y2

)
となる．また，ガウス・ボ

ンネの定理より

2πχ (TR,r) =

∫∫
TR,r

KdA (455)

=
1

r2

∫∫
TR,r

(
1− R√

x2 + y2

)
dA (456)

ここで，TR,r の局所パラメータ表示 σ : (0, 2π)2 → R3を σ (u, v) =

 (R+ r cosu) cos v
(R+ r cosu) sin v

r sinu

す
ると，(0, 2π)2 は面積確定な有界集合．TR,r\σ

(
(0, 2π)2

)
の面積は 0で，さらに ‖σu × σv‖ =

r (R+ r cosu)なので∫
TR,r

(
1− R√

x2 + y2

)
dA =

∫∫
(0,2π)2

(
1− R

R+ r cosu
)
r (R+ r cosu)dudv (457)

= r2
∫ 2π

0

(∫ 2π

0
cosudv

)
du (458)

= 2πr2
∫ 2π

0
cosudu (459)

= 0 (460)

よって，χ (TR,r) =
1

2π

∫∫
TR,r

(
1− R√

x2 + y2

)
dA = 0

12.3 E14.3
(1)
E を 41, · · · ,424 の辺全体の集合，F = {41, · · · ,424} とする．このとき，#V = v,#F =

24,#E =
3

2
· #F = 36．よって，χ (S) = #V − #E + #F = v − 12

(2)

(1) より，v = 10 とすると，χ (S) = −2 となり，ガウス・ボンネの定理より，
∫∫

S
KdA =

2πχ (S) = −4π < 0．ここで，∀p ∈ S,K ≥ 0と仮定すると，
∫∫

S
KdA ≥ 0となるので，矛盾．

よって，∃p ∈ S, s.t.K (p) < 0

70



みかん猫

12.4 P14.1

χ
(
S2 (r)

)
=

1

2π

∫∫
S2(r)

KdA (461)

=
1

2π

∫∫
S2(r)

1

r2
dA (462)

=
1

2π
· 1

r2
· 4πr2 (463)

= 2 (464)

12.5 P14.2

χ (S) =
1

2π

∫∫
S
KdA (465)

=
1

2π

∫ 2π

0

∫ L

0

(
− ρ̈ (s)

ρ (s)

)
· ρ (s)dsdθ (466)

=
1

2π
· 2π

∫ L

0
(−ρ̈ (s))ds (467)

= − [ρ̇ (s)]L0 (468)

ここで，ρ ∈ S は閉曲線であるから

χ (S) = − [ρ̇ (s)]L0 = 0 (469)
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