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1 第一基本量
Remark 1.1. 正則曲面
S ⊂ R3が正則曲面 def⇐⇒ ∀p ∈ S, ∃U ⊂ R3はpの開近傍,∃f : U → R : C∞, s.t.

{
S ∩ U = f−1 ({0})
(∇f) (p) 6= 0

このとき，f を S の点 pにおける局所方程式という
Remark 1.2. 局所パラメータ表示
S を正則曲面，D ⊂ R2を開集合，σ : D → R3とする

σが S の局所パラメータ表示 def⇐⇒


σ (D) ⊂ S

σ : C∞かつ単射
∀

(
u

v

)
∈ D,σu (u, v) , σv (u, v) ∈ R3は線型独立

Remark 1.3. 接空間・接ベクトル・法ベクトル p ∈ S, f : pにおける局所方程式とする
TpS :=

{v ∈ R3 : (∇f) (p) · v = 0
}は S の pにおける接ベクトル空間，その元を接ベクトル，(

TpS
)⊥の元を法ベクトルとよぶ
p周辺の局所パラメータ表示 σ : D → R3,p ∈ σ (D)をとって，p = σ (a, b)と表すと

TpS = {ξσu (a, b) + ησv (a, b) : ξ, η ∈ R} (1)
ここで σuと σv は基底である
Definition 1.4. C∞曲線
R3内の C∞曲線 γ : I → R3で γ (I) ⊂ S となるものを S 内の C∞曲線とよぶ
Proposition 1.5. p ∈ S とする

1. γ : I → R3を S 内の C∞曲線とする．t0 ∈ I, γ (t0) = pとすると， ddtγ (t0) ∈ TpS

2. ∀v ∈ TpS, ∃ϵ > 0, s.t.∃γ : (−ϵ, ϵ)→ R3は S 内の C∞曲線で，γ (0) = p, ddtγ (0) = v

Proof. 1. f : U → Rを pにおける局所方程式とすると，γ (I) ⊂ S, f |S∩U≡ 0より，t0周辺
で f (γ (t)) = 0から 0 =

d
dt (f ◦ γ) (t0) = fx (p) ddtx (t0) + fy (p) ddty (t0) + fz (p) ddtz (t0)

があって，(∇f) (p) · ddtγ (t0) = 0．よって， ddtγ (t0) ∈ TpS

2. σ : D → R3：局所パラメータ表示，σ (a, b) = p とする．v = ξσu (a, b) + ησv (a, b) と
表し，γ (t) = σ (a+ ξt, b+ ηt) とおけば，ϵ > 0 が十分小さいなら |t| < ϵ で D に入る．
γ (0) = σ (a, b) = pかつ
d
dtγ (0) = σu (a, b)

d (a+ ξt)

dt
∣∣∣∣
t=0

+ σv (a, b)
d (b+ ηt)

dt
∣∣∣∣
t=0

= ξσu (a, b) + ησv (a, b) = v

γ : I → R3 : S 内の C∞曲線，σ : D → R3：局所パラメータ表示とすると，γ (t) ∈ σ (D)の
とき，γ (t) = σ (u (t) , v (t))と表せる
Proposition 1.6. u (t) , v (t)は γ−1 (σ (D))上で C∞, I = [a, b] , γ (I) ⊂ σ (D)のとき，γ の長
さを考える

Proof. ddtγ =
d
dtσ (u (t) , v (t)) = σu (u (t) , v (t))

d
dtu+ σv (u (t) , v (t))

d
dtv∥∥∥∥ ddtγ

∥∥∥∥2 = dγdt · dγdt = (σu · σu)
(du
dt
)2

+ 2 (σu · σv)
du
dt
dv
dt + (σv · σv)

(dv
dt
)2
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Definition 1.7. 第一基本量・第一基本形式
E (u, v) = σu (u, v) · σu (u, v)
F (u, v) = σu (u, v) · σv (u, v)
G (u, v) = σv (u, v) · σv (u, v)

とする．これらを S の σに関する第一基本量とよぶ

γ の長さ =

∫ b

a

∥∥∥∥ ddtγ
∥∥∥∥dt = ∫ b

a

√
E (u, v) ü2 + 2F (u, v) u̇v̇ +G (u, v) v̈2

I = Edud+ 2Fdudv +Gdvdvを第一基本形式とよぶ

Proposition 1.8. det
(

E F
F G

)
= ‖σu × σv‖2，よってEG−F 2 > 0でdA =

√
EG− F 2dudv

Proof. ‖a× b‖2 = det
(

a · a a · b
b · a b · b

)

Example 1.9. S = S2 (r) =


 x

y
z

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣x2 + y2 + z2 = r2 = 0

 , σ (0, π)× (0, 2π)→ R3

(
u
v

)
7→

 r sinu cos v
r sinu sin v

r cosu

は S2 (r)の局所パラメータ表示

σu =

 r cosu cos v
r cosu sin v
−r sinu

 , σv =

 −r sinu sin vr sinu cos v
0

より

E = σu × σu = r2

F = σu × σv = 0

G = σv × σv = r2 sin2 u
I = r2dudu+ r2 sin2 udvdv
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2 シェイプ作用素と第二基本量

(S,n)：向きつけられた正則曲面，n : S → R3は連続で単位ベクとく ⇐⇒

{
‖n (p)‖ = 1

n (p) ⊥ TpS

σ : D → R3：正の向きの局所パラメータ表示， σu × σv
‖σu × σv‖

= n (σ (u, v)) =: n (u, v)と表す

Proposition 2.1. 1. nu · n = nv · n = 0

2.


nu · σu = −n · σuu
nv · σv = −n · σvv
nu · σv = nv · σu = −n · σuv

Proof. 1. n ·n = 1より，0 =
∂

∂u
(n · n) = nu ·n+n ·nu = 2nu ·n, 0 =

∂

∂v
(n · n) = 2nv ·n

2. n · σu ≡ n · σv ≡ 0より，


0 =

∂

∂u
(n · σu) = nu · σu + n · σuu

0 =
∂

∂v
(n · σu) = nv · σu + n · σuv

0 =
∂

∂u
(n · σv) = ∂

∂v
(n · σv)

p = σ (a, b) ∈ S とする，(1)より，nu (a, b) ,nv (a, b) ∈ TpS

Definition 2.2. v = ξσu (a, b) + ησv (a, b) ∈ TpS に対し，
∑
p

(v) := −ξnu (a, b)− ηnv (a, b) ∈

TpS，
∑
p

: TpS → TpS をシェイプ作用素（形作用素）とよぶ

Proposition 2.3. v ∈ TpS とすると，γ (0) = p, dpdt (0) = vとなる S 内の C∞ 曲線 γ に対し，∑
p

(v) = − ddtn (γ (t))
∣∣∣∣
t=0∑

p
(v)は，vを初速度とする S 内の曲線に沿う S の曲がり（n (γ (t))の変化）具合の指標．

また，
∑
p

(v)は p周辺の正の向きの局所パラメータ表示，σの取り方に依らない

Proof. |t|：十分小さいなら γ (t) ∈ σ (D) , γ (t) = σ (u (t) , v (t)) と表す．v =
dγ
dt (0) =

σu (a, b)
du
dt (0) + σv (a, b)

dv
dt (0) =⇒ ξ =

du
dt (0) , η =

dv
dt (0)

d
dtn (γ (t))

∣∣∣∣
t=0

=
d
dtn (u (t) , v (t))

∣∣∣∣
t=0

= nu (a, b) dudt (0) + nv (a, b)
dv
dt (0) = −

∑
p

(v)

∑
p

(v+w) =
∑
p

(v) +
∑
p

(w) ,
∑
p

(λv) = λ
∑
p

(v)から，
∑
p
は線形変換であり，その表

現行列は以下通り定義する

Definition 2.4.


L := n · σuu = −nu · σu
M := n · σuv = −nu · σv = −nv · σu
N := n · σvv = −nv · σv

を第二基本量とよぶ
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Theorem2.5. TpSの基底 σu (a, b) , σv (a, b)に関する
∑
p
の表現行列は

(
E F
F G

)−1(
L M
M N

) ∣∣∣∣
(u,v)=(a,b)

Proof. 求める表現行列を
(

p q
r s

)
とおく

−nu =
∑
p

(σu) = pσu + rσv

−nv =
∑
p

(σv) = qσu + sσv
に関して，両辺 σu, σv と内積をとると


L = pE + rF

M = pF + rG

M = qE + sF

N = qF + sG

=⇒
(

L M
M N

)
=

(
pE + rF qE + sF
pF + rG qF + sG

)
=

(
E F
F G

)(
p q
r s

)

よって
(

p q
r s

)
=

(
E F
F G

)−1(
L M
M N

)
Proposition 2.6. v,w ∈ TpS,

∑
p

(v) ·w = v ·
∑
p

(w)

Proof. v = ξσu (a, b) + ησv (a, b) ,w = λσu (a, b) + µσv (a, b)と表すと∑
p

(v) ·w = − (ξσu (a, b) + ησv (a, b)) · (λσu (a, b) + µσv (a, b)) (2)

= − (ξλnu · σu + ξµnu · σv + ηλnv · σu + ηµnv · σv) (3)
= ξλL+ ξµM + ηλM + ηµN (4)
= Lξλ+M (ξµ+ ηλ) +Nηµ (5)

これは (ξ, η)←→ (λ, µ)について対称であるから，
∑
p

(v) ·w = v ·
∑
p

(w)

Corollary 2.7. e1,e2 : TpS の正規直交基底とすると，
∑
p
の e1,e2 に関する表現行列は対

称行列
Proof.

∑
p

(ei) = b1ie1 + b2ie2と表すと，
∑
p

(ei) · ej = b1ie1 · ej + b2ie2 · ej = bji = bij
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3 ガウス曲率，平均曲率と主曲率
(S,n)：向きつけられた正則曲面，p ∈ S とする，シェイプ作用素

∑
p

: TpS → TpS を定めた

Definition 3.1. （ガウス曲率・平均曲率）
K (p) := det

∑
p
を pにおける S のガウス曲率，H (p) := 1

2
tr
∑
p
を平均曲率とよぶ

σ : D → R3を正の向きの局所パラメータ表示とすると

K (σ (u, v)) = det
((

E F
F G

)−1(
L M
M N

))
(6)

= det
(

E F
F G

)−1

det
(

L M
M N

)
(7)

=
LN −M2

EG− F 2
(8)

H (σ (u, v)) =
1

2
tr
((

E F
F G

)−1(
L M
M N

))
(9)

=
1

2
tr
(

1

EG− F 2

(
G −F
−F E

)(
L M
M N

))
(10)

=
GL− 2FM + EN

2 (EG− F 2)
(11)

Corollary 3.2. 対称行列の一般論より，
∑
p
は実数の範囲で固有値をもつ

Definition 3.3. （主曲率・主曲率方向）∑
p
の固有値を主曲率とよび，ノルム 1の固有値ベクトルを主曲率方向とよぶ

固有値の一般論より，主曲率は det
κ · idTpS −

∑
p

 = 0の解

LHS = κ2 −

tr∑
p

κ+ det
∑
p

(12)

= κ2 − 2H (p)κ+K (p) (13)

これを解くと，κ = H ±
√
H2 −K．また，主曲率を κ1, κ2 とおくと，解と係数の関係から

H =
1

2
(κ1 + κ2) ,K = κ1κ2

Example 3.4. S = S2 (r) , σ : (0, π)× (0, 2π)→ R3,

(
u
v

)
7→

 r sinu cos v
r sinu sin v

r cosu

とする
σu =

 r cosu cos v
r cosu sin v
−r sinu

 , σv =

 −r sinu sin vr sinu cos v
0


E = r2, F = 0, G = r2 sin2 u，σが正の向きとなるように S を向きをつける
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σu × σv = r2 sinu
 sinu cos vsinu sin v

cosu

より，n (u, v) =
 sinu cos vsinu sin v

cosu

 =
1

r
σ (u, v)

σuu =

 −r sinu cos v−r sinu sin v
−r cosu

 , σuv =

 −r cosu sin vr cosu cos v
0

 , σvv =

 −r sinu cos v−r sinu sin v
0


L = σuu · n = −r,M = σuv · n = 0, N = σvv · n = −r sin2 u(

E F
F G

)−1(
L M
M N

)
=

(
r2 0

0 r2 sin2 u
)−1( −r 0

0 −r sin2 u
)

= −1

r

(
1 0
0 1

)
対角行列なので，主曲率（固有値）は対角成分で，主曲率は −1

r
，K =

(
−1

r

)2

=
1

r2
,H = −1

r

3.1 曲率の回転・平行移動不変性
A = (aij)：n次実正方行列，A：n次直交行列 def⇐⇒ AtA =tAA = In
n次直交行列 Aとベクトル a ∈ Rn で Φ(x) = Ax + a, (x ∈ Rn)と表される写像 Φ : Rn → Rn

を Rn の合同変換とよぶ．また，detA > 0 のとき，Φ は向きを保つという．以下，Φ :
R3 → R3,x 7→ Ax + a を向きを保つ合同変換とし，S̃ = Φ(S) とおく．S̃ も正則曲面で，
ñ (q) := An (Φ−1 (q)) ,(q ∈ S̃

)
は S̃の単位法ベクトル場．これで S̃を向きつける．σ : D → R3

を Sの正の向きの局所パラメータ表示とすると，̃σ := Φ◦σ : D → R3は S̃の基本量や曲率など
を∼をつけて表す．̃σ (u, v) = Aσ (u, v)+aより，̃σu = Aσu, σ̃v = Aσv．一般に Aが直交行列な
ら，∀v,w, (Av) ·(Aw) = v ·w．理由として，LHS =t (Av) (Aw) =t vtAAw =t vw = v ·w．よっ
て Ẽ = σ̃u · σ̃u = (Aσu) ·(Aσu) = σu ·σu = Eで，同様に F̃ = F, G̃ = G．また，̃n (u, v) = An (u, v)
で，σ̃uu =

∂

∂u
(Aσu) = Aσuu より，L̃ = σ̃uu · n = (Aσuu) · (An) = σuu · n = L で，同様に

M̃ = M, Ñ = N．よって，
{
K̃ (σ̃ (u, v)) = K (σ (u, v))

H̃ (σ̃ (u, v)) = H (σ (u, v))

7
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4 種々の曲率と曲面の形状
(S,n)：向き付けられた正則曲面，p ∈ S とする

合同変換をすると，p =

 0
0
0

 ,n (p) =
 0

0
1

を仮定すればいい．f を点 pにおける局所方

程式とすると，(∇f) (p) = A

 0
0
1

より，fz (p) 6= 0．よって，陰関数定理より，S は pの周

りである C∞関数 z = g (x, y)のグラフ

そこで，σ (u, v) =

 u
v

g (u, v)

とおくと，σu
 1

0
gu

 , σv =

 0
1
gv

より，σu×σv =

 −gu−gv
1

．
よって，σは正の向き．σuu =

 0
0
guu

 , σuv =

 0
0
guv

 , σvv =

 0
0
gvv

．( u
v

)
=

(
0
0

)
に

おいて，σu =

 1
0

gu (0, 0)

 =

 1
0
0

 , σv =

 0
1

gv (0, 0)

 =

 0
1
0

から，

E = σu · σu = 1

F = σu · σv = 0

G = σv · σv = 1

a = guu (0, 0) , b = guv (0, 0) , c = gvv (0, 0)とおくと，


L = σuu · n = a

M = σuv · n = b

N = σvv · n = c

よって，
(

E F
F G

)
=

(
1 0
0 1

)
,

(
L M
M N

)
=

(
a b
b c

)

よって，


K (p) = det

(
E F

F G

)−1(
L M

M N

)
= ac− b2

H (p) = 1

2
tr
(

E F

F G

)(
L M

M N

)
=

a+ c

2

K (p) > 0なら，g は (0, 0)で極値で取り，さらに H (p) > 0なら極小，H (p) < 0なら極大，
K (p) < 0なら gは (0, 0)で極値を取らない

Definition 4.1. p ∈ S の


楕円点
放物点
双曲点

def⇐⇒


K (p) > 0

K (p) = 0

K (p) < 0

Proposition 4.2. pが S の楕円点のとき
1. (a) H (p) > 0なら S は pで −n (p)方向に凸
(b) H (p) < 0なら n (p)方向に凸

2. S は双曲点で鞍状

主曲率を κ1, κ2 とすると，∃P :２次直交行列
(

a b
b c

)
= P

(
κ1 0
0 κ2

)
P−1．このとき，

u = v = 0における gの２次の項までのテイラー展開は g (u, v) =
1

2
au2 + buc+

1

2
cv2 +O

(
x3
)

8
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=
1

2
κ1s

2 +
1

2
κ2t

2 +O
(
x3
)（( u

v

)
= P

(
s
t

)
と変数変換）．なぜなら

1

2
au2 + buv +

1

2
cv2 =

1

2

(
u v

)( a b
b c

)(
u
v

)
(14)

=
1

2

(
u v

)
P

(
κ1 0
0 κ2

)
P−1

(
u
v

)
(15)

=
1

2

(
s t

)( κ1 0
0 κ2

)(
s
t

)
(16)

=
1

2

(
κ1s

2 + κ2t
2
) (17)

Definition 4.3. pが S の臍点 def⇐⇒ κ1 = κ2
κ1, κ2 = H ±

√
H2 −K より，κ1 = κ2 ⇐⇒ H2 = K

Proposition 4.4. pが S の臍点 def⇐⇒
∑
p
はスカラー倍写像

Proof.
∑
p

= κidTpS なら，
∑
p
の固有値は κのみ，逆に κ1 = κ2 = κなら，∃P：2次正則行

列，
(

E F
F G

)(
L M
M N

)
= P

(
κ 0
0 κ

)
P−1 =

(
κ 0
0 κ

)
=⇒

∑
p

= κidTpS

Example 4.5. S = S2 (r) ,n (p) =
1

r
p のとき，K =

1

r2
,H = −1

r
, κ1 = κ2 = −1

r
，よって，

S2 (r)の各点は楕円点かつ臍点．逆に，全ての点が臍点なら，S は球面か平面の一部であるこ
とを示せる
曲率の向きへの依存 S 上の単位法ベクトル場を nから −nに変えると∑

p
: TpS → TpS

ξσu (a, b) + ησv (a, b) 7→ −ξnu (a, b)− ηnv (a, b)

また，
∑
p

(v) = − ddtn (γ (t))
∣∣∣∣
t=0

，ただし，γ は t = 0で pを通り，dγdt (0) = vとなる S 内の

曲線，よって，
∑
p
は −

∑
p
に変わる．よって，κ1, κ2は −κ1,−κ2に，H =

κ1 + κ2
2

は −H に

変わり，K = κ1κ2は変わらない

9
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5 第２基本形式と法曲率

D ⊂ R2：開集合，q :=

(
u
v

)
∈ D とする．TqD :=

{qを始点とする有向線分} = R2 座標を
du,dvと表す成分表示．du,dv : TqD 3 ξ 7→ ξ1, ξ2 ∈ R

D上の 1−形式とは，fdu + gdv の形の式で，これを q =

(
u
v

)
∈ D, ξ =

(
ξ1
ξ2

)
∈ TqDに

対し，(fdu+ gdv)q (ξ) = f (u, v) ξ1 + g (u, v) ξ2を対応させる関数とみなす
D 上の 2− 形式とは，hdu ∧ dv の形の式で，二つの 1− 形式 ω, τ の外積 ω ∧ τ が分配法則
と du ∧ du = 0,dv ∧ dv = 0,du ∧ dv = −dv ∧ du で定まる．D 上の C∞ 関数 h に対し，
dh = hudu+ hvdv，1−形式 ω = fdu+ gdvに対し，dω = df ∧ du+ dg ∧ dv

d の性質：
1. d (hω) = dh ∧ ω + h ∧ ω,d (ω ∧ τ) = dω ∧ τ − ω ∧ dτ
2. d (dh) = 0

また，以降ベクトル値の 1− 形式 ω =

 ω1

ω2

ω3

 も扱う（ω1, ω2, ω3：1− 形式）．これは

q ∈ D, ξ ∈ TqDに対し，ωq (ξ) =

 (ω1)q (ξ)
(ω2)q (ξ)
(ω3)q (ξ)

 ∈ R3 を対応させる関数 ωi = fidu + gidv と

表すと，ω =

 f1
f2
f3

du+

 g1
g2
g3

dvと表せる
C∞ 関数 h =

 h1
h2
h3

 : D → R3 に対し，dh =

 dh1dh2
dh3

 = hudu + hvdv．以下，(S,n)

を向きつけられた正則曲面とし，σ : D → R3 を正の向きの局所パラメータ表示とする．
n (σ (u, v)) = n (u, v)と表す

(dσ)q (ξ) = σu (u, v) ξ1 + σv (u, v) ξ2 (18)
(dn)q (ξ) = nu (u, v) ξ1 + n2 (u, v) ξ2 = −

∑
σ(u,v)

(
(dσ)q (ξ)

)
(19)

I := dσ · dσ（ベクトル値関数としての内積）とおくと
Iq (ξ) = (dσ) (ξ) · (dσ) (ξ) (20)

= ‖σu (u, v) ξ1 + σv (u, v) ξ2‖2 (21)
= Eξ21 + 2Fξ1ξ2 +Gξ22 (22)

よって，I := E (du)2 + 2Fdudv +G (dv)2

Definition 5.1. I := −dσ · nを第二基本形式とよぶ

Iq (ξ) = − (σu (u, v) ξ1 + σv (u, v) ξ2) · (nu (u, v) ξ1 + nv (u, v) ξ2) (23)
= −σu · nuξ21 − (σu · nv + σv · nu) ξ1ξ2 − σv · nvξ22 (24)
= Lξ21 + 2Mξ1ξ2 +Nξ22 (25)

よって，I = L (du)2 + 2Mdudv +N (dv)2
γ : I → R3を弧長パラメータ表示（‖γ′ (s)‖ ≡ 1）された S 内の C∞曲線とする

10
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Definition 5.2. κn (s) = γ′′ (s) · n (γ (s))を γ の法曲率とよぶ
γ (s) ∈ σ (D)のとき，γ (s) = σ (u (s) , v (s))と表して，κn (s)を計算

γ′ (s) = σu (u (s) , v (s))u
′ (s) + σv (u (s) , v (s)) v

′ (s) (26)

γ′′ (s) =
d
dsσu (u (s) , v (s))u

′ (s) + σu (u (s) , v (s))u
′′ (s) (27)

+
d
dsσv (u (s) , v (s)) v

′ (s) + σv (u (s) , v (s)) v
′′ (s) (28)

=
(
σuuu

′ + σuvv
′)u′ + σuu

′′ +
(
σvuu

′ + σvvv
′) v′ + σvv

′′ (29)

σu · n = σv · n = 0 より，γ′′ (s) · n = (σuu · n) (u′)2 + 2 (σuv · n)u′v′ + (σvv · n) (v′)2 =

I u (s)
v (s)


(

u′ (s)
v′ (s)

)
から，γ (s) =

(
u (s)
v (s)

)
とおくと，κn (s) = Iγ(s) (γ′ (s))

一般のパラメータ tの場合，γ̇ =
dγ
dt , s =

∫ t

⋆
‖γ̇ (τ)‖dτ は弧長パラメータ，dsdt = ‖γ̇‖ , dds =

dt
ds
d
dt =

1

‖γ̇‖
d
dt より

κn =
1

‖γ̇‖
d
dt
(

1

‖γ̇‖
dγ
dt
)
· n (30)

=
1

‖γ̇‖
γ̈ · n (31)

よって，S 内の正則曲線 γ : I → R3の法曲率は κn (t) =
1∥∥∥dγdt ∥∥∥2
d2γ
dt2 · n (γ (t))

前と同様，d
2γ

dt2 n (γ (t)) = Iγ(t)
(dγ
dt
)
，一方，

∥∥∥∥dγdt
∥∥∥∥2 = ∥∥∥∥σududt + σv

dv
dt
∥∥∥∥2

= (σu · σu)
(du
dt
)2

+ 2 (σu · σv)
du
dt
dv
dt + (σv · σv)

(dv
dt
)2

= Iγ(t)

(dγ
dt
)

=⇒ κn (t) =
Iγ(t)

(
dγ
dt
)

Iγ(t)

(
dγ
dt
)

Proposition 5.3. q =

(
u
v

)
∈ Dとし，p = σ (u, v)における主曲率を κ1 ≤ κ2とすると

κ1 = min
ξ∈TqD\{0}

Iq (ξ)
Iq (ξ)

,κ2 = max
ξ∈TqD\{0}

Iq (ξ)
Iq (ξ)

(32)

11
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6 構造方程式
(S,n)：向きつけられた正則曲面，σ : D → R：正の向きの局所パラメータ表示とし，n (u, v) =
n (σ (u, v)) =

σu × σv
‖σu × σv‖

,e1 := σu
‖σu‖

,e2 := σv − (σv · e1)e1
‖σv − (σv · e1)e1‖ とすると，e1,2 ∈ TpS（σu, σv の

正規直交化），e3 := nとすると，(e1,e2,e3)を σに付随する動標構という
σu, σv ⊥ n = e3より，

{
σu = a11e1 + a21e2
σv = a12e1 + a22e2

と表せる

Example 6.1. a11 = σu · e1 : D → R : C∞とする
A =

(
a11 a12
a21 a22

)
とおくと，( σu σv

)
=
( e1 e2

)
A．また

σu × σv =
(
a11e1 + a21e2

)
×
(
a12e1 + a22e2

) (33)
=
(
a11a

2
2 − a21a

1
2

)e1 × e2 (34)
= detAe3 (35)

=⇒ detA = ‖σu × σv‖ =
√
EG− F 2

θj = aj1du+ aj2dvとおくと，これらは D上の 1−形式で

dσ = σudu+ σvdv = θ1e1 + θ2e2 (36)

Proposition 6.2. θ1 ∧ θ1 = θ2 ∧ θ2 = 0, θ1 ∧ θ2 = −θ2 ∧ θ1 =
√
EG− F 2du ∧ dv

Proof.

θj ∧ θk =
(
aj1du+ aj2dv

)
∧
(
ak1du+ ak2dv

)
(37)

=
(
aj1a

k
2 − aj2a

k
1

)
du ∧ dv (38)

=

∣∣∣∣ aj1 aj2
ak1 ak2

∣∣∣∣ (39)

ωj
i = dei · ej = tejdeiとおくと，dei = ω1

i e1 + ω2
i e2 + ω3

i e3
Proposition 6.3. ωj

i + ωi
j = 0．特に，ω1

1 = ω2
2 = ω3

3 = 0

Proof. 一般に C∞関数 f =
 f1

f2
f3

 ,g =
 g1

g2
g3

に対し
d (f · g) =∑

i

d (figi) = df · g+ f · dg (40)

ei · ej ≡ δij より

0 = d (ei · ej) (41)
= dei · ej + ei · dej (42)
= ωj

i + ωi
j (43)

12
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bij = ei ·
∑
p

(ej)．ただし，p = σ (u, v)とおき，B =

(
b11 b12
b21 b22

)
とおくと，bij = bji で，

∑
p

(ej) = b1je1 + b2je2．=⇒

∑
p

(e1)
∑
p

(e2)
 =

( e1 e2
)
B,tB = B

つまり，Bは
∑
p
の e1,e2に関する表現行列．よって，Bの固有値=主曲率，detB = K, trB = 2H

Proposition 6.4. ω3
i = θ1bi1 + θ2bi2

Proof. dσ = σudu+ σvdv = θ1e1 + θ2e2より

θ1
∑
p

(e1) + θ2
∑
p

(e2) =
∑
p

(dσ) (44)

=
∑
p

(σu)du+
∑
p

(σv)dv (45)

= −nudu− nvdv = −de3 (46)

=⇒ ω3
i = −ωi

3 = −de3 · ei =
θ1

∑
p

(e1) + θ2
∑
p

(e2)
 · ei = θ1bi1 + θ2bi2

Theorem 6.5. 構造方程式
1. dθ1 = −ω1

2 ∧ θ2,dθ2 = −ω2
1 ∧ θ1

2. dω1
2 = Kθ1 ∧ θ2

Proof. σ (u, v) =

 x1 (u, v)
x2 (u, v)
x3 (u, v)

 ,ei =
 e1i

e2i
e3i

と表す
1. dσ = θ1e1 + θ2e2,ei · ej = δij より，

3∑
k=1

eki dxk = ei · dσ =

{
θi (i = 1, 2)

0 (i = 3)
から

i = 1, 2のとき

dθi = d
(∑

k

eki dxk
)

(47)

=
∑
k

(
deki ∧ dxk + eki d

(
dxk

))
(48)

=
∑
k

deki ∧ dxk (49)

13
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一方，dei =
3∑

j=1

ωj
i ∧ ej より deki =

3∑
j=1

ωj
i ∧ ekj．よって

dθi =
∑
k

∑
j

ωj
i ∧ ekj

 ∧ dxk (50)

=
∑
j,k

ωj
i ekj ∧ dxk (51)

=
∑
j

ωj
i ∧

(∑
k

ekjdxk
)

(52)

=

2∑
j=1

ωj
i ∧ θj (53)

つまり，
{
dθ1 = ω1

1 ∧ θ1 + ω2
1 ∧ θ2 = −ω1

2 ∧ θ2

dθ2 = ω1
2 ∧ θ1 + ω2

2 ∧ θ2 = −ω2
1 ∧ θ1

2. ωj
i = dei · ej =

3∑
k=1

deki ekj より

dωj
i =

∑
k

dekj ∧ deki (54)

=
∑
k

(∑
l

ekl ω
l
j

)
∧

(∑
m

ekmωm
i

)
(55)

=
∑
k,l,m

ekl e
k
mωl

j ∧ ωm
i (56)

=
∑
l,m

(el · em)ωl
j ∧ ωm

i (57)

=
∑
l

ωl
j ∧ ωl

i (58)

特に

dω1
2 =

∑
l

ωl
1 ∧ ωl

2 = ω3
1 ∧ ω3

2 (59)

=
(
b11θ

1 + b12θ
2
)
∧
(
b21θ

1 + b22θ
2
) (60)

= (b11b22 − b12b21) θ
1 ∧ θ2 (61)

= detBθ1 ∧ θ2 = Kθ1 ∧ θ2 (62)

14
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7 リーマン計量
D ⊂ R2：開集合，q =

(
u
v

)
∈ D,TqD = R2 3 ∂1 =

(
1
0

)
, ∂2 =

(
0
1

)
Definition 7.1. リーマン計量
D上のリーマン計量とは，q =

(
u
v

)
∈ D, ξ, η ∈ TqDの関数，g : (q, ξ, η) 7→ gq (ξ, η) ∈ Rで

次の条件をみたすもの
1. qを固定すると，gq : (ξ, η) 7→ gq (ξ, η)は TqDの内積

2. gq (∂i, ∂j)は g =

(
u
v

)
について D上 C∞

gがリーマン計量なら，gq (ξ, η) = gq (ξ1∂1 + ξ2∂2, η1∂1 + η2∂2) =
2∑

i,j=1

ξiηjgq (∂i, ∂j)．よっ

て，E (u, v) = gq (∂1, ∂1) , F (u, v) = gq (∂1, ∂2) = gq (∂2, ∂1) , G (u, v) = gq (∂2, ∂2)とおくと

gq (ξ, η) =
(
ξ1 ξ2

)( E (u, v) F (u, v)
F (u, v) G (u, v)

)(
η1
η2

)
(63)

=t ξ

(
E (u, v) F (u, v)
F (u, v) G (u, v)

)
η (64)

(2)より，E,F,GはD上C∞で，さらに内積の正値性より，各 q =

(
u
v

)
で，
(

E (u, v) F (u, v)
F (u, v) G (u, v)

)
は正定値対称行列．（つまり EG−F 2 > 0, E > 0．なぜなら，E = gq (∂1, ∂1) > 0,

∣∣gq (∂1, ∂2)∣∣ ≤√
gq (∂1, ∂1) gq (∂2, ∂2) より，|F | ≤

√
E
√
G）逆に D 上の C∞ 関数 E,F,G が D 上常に

EG− F 2 > 0, E > 0なら，gq (ξ, η) =t ξ

(
E (u, v) F (u, v)
F (u, v) G (u, v)

)
ηはリーマン計量

Example 7.2. gq (ξ, η) = ξ · ηとおくと，gはリーマン計量 (E = G = 1, F = 0) で，ユークリ
ッド計量とよぶ
Example 7.3. H2 =

{(
u
v

)
∈ R2

∣∣∣∣v > 0

}
とおき，gq (ξ, η) = ξ · η

v2
,
(q ∈ H2, ξ, η ∈ TqH2

)と定
めると，gは H2上のリーマン計量（なぜなら gq (ξ, η) =t ξ

(
1
v2

0
0 1

v2

)
η,EG−F 2 =

1

v4
− 0 >

0, E =
1

v2
> 0）．これをポアンカレ計量とよぶ

Example 7.4. S：正則曲面，σ : D → R3：局所パラメータ表示，gσq (ξ, η) := (dσ)q (ξ) ·
(dσ)q (η) = (σu (u, v) ξ1 + σv (u, v) ξ2) · (σu (u, v) η1 + σv (u, v) η2) で，gσ はリーマン計量で，
E,F,Gは第一基本量
以下，g : D上のリーマン計量とする．(ξ, η)q = gq (ξ, η) , ‖ξ‖q =

√
gq (ξ, ξ)とおく，∂1, ∂2 ∈

TqD を内積 (, )q に関し，正規直交化したものを ϵ1 (u, v) , ϵ2 (u, v) とおく．ϵ1 =
∂1
‖∂1‖

, ϵ2 =

∂2 − (∂2 · ϵ1) ϵ
‖∂2 − (∂2 · ϵ1) ϵ‖

．また，g = gσ の場合，(dσ)q (ϵi) = ei

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
=
(
ϵ1 ϵ2

)−1と定め，θj := aj1du+ aj2dvとおく(
θ1

θ2

)
=

(
a11 a12
a21 a22

)( du
dv

)
= A

( du
dv

)
より

θ1ϵ1 + θ2ϵ2 =
(
ϵ1 ϵ2

)( θ1

θ2

)
= A−1A

( du
dv

)
=

( du
dv

)
15
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Proposition 7.5. θ1 ∧ θ1 = θ2 ∧ θ2 = 0, θ1 ∧ θ2 = −θ2 ∧ θ1 = detAdu ∧ dv
Proof.

θj ∧ θk =
(
aj1du+ aj2dv

)
∧
(
ak1du+ ak2dv

)
(65)

=

∣∣∣∣ aj1 aj2
ak1 ak2

∣∣∣∣du ∧ dv (66)

Proposition 7.6. ∃!ω1
2 : D上の 1−形式，dθ1 = −ω1

2 ∧ θ2,dθ2 = ω1
2 ∧ θ1

Proof. ω1
2 = fdu+ gdvと表すと

ω1
2 =

(
f g

)( du
dv

)
=
(
f g

) (
ϵ1 ϵ2

)( θ1

θ2

)
= f̃θ1 + g̃θ2 =:

(
f̃ g̃

)
ω1
2 ∧ θ2 =

(
f̃θ1 + g̃θ2

)
∧ θ2 (67)

= f̃θ1 ∧ θ2 = f̃ detAdu ∧ dv (68)
ω1
2 ∧ θ1 = g̃θ2 ∧ θ1 = −g̃ detAdu ∧ dv (69)

dθj = hjdu∧dvと表すと，証明したい式は h1 = −f̃ detA, h2 = −g̃ detAと同値で，detA 6= 0

より，この条件で f̃ , g̃ が一意に決まり，( f g
)
A =

(
f̃ g̃

)
によって，f, g が一意に

決まる

dω1
2 = ∆du ∧ dv =

∆

detAθ1 ∧ θ2と表せる

Definition 7.7. ガウス曲率
dω1

2 = Kθ1 ∧ θ2によって定まるK を gのガウス曲率とよぶ

Example 7.8. ポアンカレ計量 gの場合，E = G =
1

v2
, F = 0より

ϵ1 =
∂1√

gq (∂1, ∂1)
=

∂1√
E

= v

(
1
0

)
=

(
v
0

)
(70)

gq (∂2, ϵ1) = vgq (∂2, ∂1) = 0 (71)

ϵ2 =
∂2√

gq (∂2, ∂2)
=

∂2√
G

=

(
0
v

)
(72)

A =
(
ϵ1 ϵ2

)−1
=

(
v 0
0 v

)−1

=

 1

v
0

0
1

v

 (73)

(
θ1

θ2

)
= A

( du
dv

)
=

(
1
vdu
1
vdv

)
(74)

dθ1 = d (v−1du) = −v−2dv ∧ du (75)
dθ2 = d (v−1dv) = 0 (76)

ω1
2 = fdu+gdvと表すと，dθ1 = −ω1

2∧θ2 = − (fdu+ gdv)∧(v−1dv) = −fv−1du∧dv．よって，
v−2 = −fv−1, f = −v−1．同様にdθ2 = ω1

2∧θ1 = (fdu+ gdv)∧(v−1du) = v−1gdv∧duで，g = 0．
よって，ω1

2 = −v−1du．またdω1
2 = −d (v−1du) = v−2dv∧du, θ1∧θ2 = v−2du∧dv =⇒ K = −1
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7.1 接続形式
Definition 7.9. テンソル積
ベクトル空間 V 上の (k, l)型テンソルは以下のような多重線型写像

T : V ∗
1 × · · · × V ∗

k × V1 × · · · × Vl → R (77)
Definition 7.10. f, gをそれぞれベクトル空間 V 上の k−線形関数，l−線形関数とすると，f
と gのテンソル積 f ⊗ gは V 上の (k + l)−線形関数で，次を満たすもの

(f ⊗ g) (v1, · · · , vk+l) = f (v1, · · · , vk) g (vk+1, · · · , vk+l) (78)
Example 7.11.

〈v, w〉 =
∑
i

viwi (79)

=
∑
i

αi (v)αi (w) (80)

=
∑
i

(
αi ⊗ αi

)
(v, w) (81)

Example 7.12. 
b1
b2
b3
b4

⊗ [ a1 a2 a3
]
=


a1b1 a2b1 a3b1
a1b2 a2b2 a3b2
a1b3 a2b3 a3b3
a1b4 a2b4 a3b4

 (82)

Example 7.13. クロネッカー積

U ⊗ V =

 u11V u12V · · ·
u21V u22V · · ·
... . . . ...

 (83)

Definition 7.14. リーマン計量
g ∈ C∞ (M ;⊗0,2TM

)とする（i.e. g =
∑

i,j gij (x)dxi ⊗ dxj）．∀p ∈M, gp : TpM × TpM → R
は以下の条件をみたすとき，gp は接空間 TpM 上の内積で，gをM 上のリーマン計量とよび，
(M, g)をリーマン多様体とよぶ
1. ∀Xp ∈ TpM, gp

(
Xp, Xp

)
≥ 0で，gp

(
Xp, Xp

)
= 0 ⇐⇒ Xp = 0

2. ∀Xp, Yp ∈ TpM, gp
(
Xp, Yp

)
= gp

(
Yp, Xp

)
多様体上の局所座標系 {

x1, · · · , xn
}では，リーマン計量 gは

g =
n∑

i,j=1

gijdxi ⊗ dxj (84)

で表せる．ここで，gij (x) = g

(
∂

∂xi
,

∂

∂xj

)
Example 7.15. 球面 Sn上の計量
包含写像 i : Sn → Rn+1を考える．Rn+1では標準リーマン計量 g0 =

n+1∑
i=1

dxi ⊗ dxiが定まって

いるので，これを Sn への引き戻すを g1 = i∗g0 を表すと，g1 は g0 を Sn の各点での接空間に
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制限した計量である．そして局所座標での g1の局所表示を考える．U = Sn − {(0, · · · , 0,−1)}
とする，U 上の局所座標写像は

ϕ : U → Rn (85)

ϕ (x) =

(
x1

1 + xn+1
, · · · , xn

1 + xn+1

)
(86)

ここで，x =
(
x1, · · · , xn+1

)
∈ U．また，ϕの第 i成分は uiであるから

xi =
2ui

1 +
n∑

i=1

(
ui
)2 , (1 ≤ i ≤ n) (87)

xn+1 =

1−
n∑

i=1

(
ui
)2

1 +
n∑

i=1

(
ui
)2 (88)

よって，U では g1 = i∗g0 =
4[

1 +

n∑
i=1

(
ui
)2]2

n∑
i=1

dui ⊗ duiである

Definition 7.16. 等長同型
f : (M, g)→ (N,h)をリーマン多様体の間の微分同型とする．g = f∗hをみたすと，f を (M, g)
と (N,h)の間の等長同型とよぶ
リーマン多様体 (M, g)の自分への等長同型を (M, g)の自己等長同型とよび，その全体の成す
群は自己等長同型群とよび，I (M, g)で表す
Definition 7.17. Killing ベクトル場
X をリーマン多様体 (M, g)上のベクトル場とする．X から生成する無限小変換は全て等長同
型であるとき，X を (M, g)上のKilling ベクトル場とよぶ．また，Lie 微分と定義より，X が
Killing ベクトル場 ⇐⇒ LXg = 0 ⇐⇒

X〈Y, Z〉 = 〈[X,Y ] , Z〉+ 〈Y, [X,Z]〉 (89)
ただし，g : 〈·, ·〉

Example 7.18. ポアンカレ円盤 D := {z ∈ C : |z| < 1}とする．D上のリーマン計量は g−1 =
4(

1− |z|2
)2 (dx⊗ dx+ dy ⊗ dy)．また，上半平面 H := {z ∈ C : Imz > 0}があり，H上のリ

ーマン計量は h−1 =
1

(Imz)2
(dx⊗ dx+ dy ⊗ dy)．写像

ϕ : H→ D (90)
ϕ (z) =

z − i

z + i
(91)

を考えると，ϕ′ (z) =
2i

(z + i)2
, 1− |ϕ (z)|2 = 4Imz

|z + i|2
．よって

ϕ∗g−1 =
4

[1− |ϕ (z)|]2
∣∣ϕ′ (z)

∣∣2 (dx⊗ dx+ dy ⊗ dy) = 1

(Imz)2
(dx⊗ dx+ dy ⊗ dy) (92)
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となり，ϕは等長同型である
これと同様に，θ ∈ R, z0 ∈ Dのとき，ϕ : D → D, ϕ (z) = eiθ

z − z0
1− zz0

は (D, g−1)の自己等長同

型であり，a, b, c, d ∈ R, ad− bc = 1のとき，ϕ : H→ H, ϕ (z) =
az + b

cz + d
は (H, h−1)の自己等長

同型である
Example 7.19. ポアンカレ円盤での距離
z1, z2 ∈ D とし，ϕ (z1) = 0, ϕ (z2) ∈ R ∩ D をみたす等長写像 ϕ (z) = eiθ

z − z1
1− zz1

とする．
σ : [0, 1]→ Dが z1, z2を結ぶ曲線であるとき，σ (t) = (x (t) , y (t))とし

L (σ) =

∫ 1

0

2

1− x2 (t)− y2 (t)

√
(x′ (t))2 + (y′ (t))2dt (93)

≥
∫ 1

0

2 |x′ (t)|
1− x2 (t)

dt (94)

≥
∣∣∣∣∫ 1

0

2 |x′ (t)|
1− x2 (t)

dt
∣∣∣∣ (95)

=

∣∣∣∣log 1 + ϕ (z2)

1− ϕ (z2)

∣∣∣∣ = log 1 + |ϕ (z2)|
1− |ϕ (z2)|

(96)

= log |1− z1z2|+ |z1 − z2|
|1− z1z2| − |z1 − z2|

(97)

等号成立 ⇐⇒ σは ϕ (z1) = 0, ϕ (z2) ∈ Rを結ぶ直線分であるとき
よって，d (z1, z2) = d (ϕ (z1) , ϕ (z2)) = log |1− z1z2|+ |z1 − z2|

|1− z1z2| − |z1 − z2|
で，(D, g−1)の距離であり，双

曲距離とよぶ
E を多様体M 上のベクトル束とする．言い換えれば，E はM 上の全ての点に対するある

ベクトル空間の族である．E 上の滑らかな断面全体を Γ (E)と表すと，M 上の C∞ ベクトル
場全体は Γ (TM) = C∞ (M ;TM)

Definition 7.20. 接続形式
以下の条件をみたす ∇ : Γ (TM)× Γ (E)→ Γ (R)を E のある接続形式とよぶ
1. ∇fX+gY s = f∇Xs+ g∇Y s, ∀X,Y ∈ Γ (TM) , f, g ∈ C∞ (M) , s ∈ Γ (E)

2. ∇X (s1 + s2) = ∇Xs1 +∇Xs2, ∀X ∈ Γ (TM) , s1, s2 ∈ Γ (E)

3. ∇X (fs) = (Xf) s+ f∇Xs, ∀X ∈ Γ (TM) , f ∈ C∞ (M) , s ∈ Γ (E)

7.2 直交基底と接続形式
M ⊂ R3をC∞曲面とし，σ (u, v) : D ⊂ R2 →M に対し，接空間 TpM := {ξσu (u, v) + ησv (u, v) : ξ, η ∈ R}
とすると
Definition 7.21. リーマン計量

g = Edu⊗ du+ F (du⊗ dv + dv ⊗ du) +Gdv ⊗ dv (98)
で，E = 〈σu, σu〉, F = 〈σu, σv〉, G = 〈σv, σv〉とする．行列表示にすると

(gij) =

(
E F
F G

)
(99)

から，ξ = ξ1∂u + ξ2∂v, η = η1∂u + η2∂v と表せて

gp (ξ, η) =
(
ξ1 ξ2

)( E F
F G

)(
η1

η2

)
= gijξ

iηj (100)
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Example 7.22. ユークリッド計量
gq (ξ, η) = ξ · η とすると，接ベクトル ξ, η の内積は普通の内積で，E = G = 1, F = 0 とな
るから

(gij) =

(
1 0
0 1

)
,
(
gij
)
=

(
1 0
0 1

)
(101)

共変微分∇に対し∇∂i∂j = 0,∇ξη = ξi
∂ηj

∂xi
∂j．直感的に，平面に対して曲がりがないから，平

行移動しても向きが変わらないので，Γ = 0

Example 7.23. ポアンカレ計量
H2 :=

{
(u, v) ∈ R2 : v > 0

}を考える．gq (ξ, η) =
ξ · η
v2

すると，E = G =
1

v2
, F = 0となり

(gij) =

(
1
v2

0
0 1

v2

) (
gij
)
=

(
v2 0
0 v2

)
(102)

Γk
ij =

1

2
gkl
(
∂gjl
xi

+
∂gil
xj
− ∂gij

∂xl

)
とすると，Γ2

11 =
1

v
,Γ2

22 = −1

v
,Γ1

12 = Γ1
21 = −1

v
から，EG −

F 2 =
1

v4
> 0

Example 7.24. 正則曲面の計量
σ : D ⊂ R2 → R3とし，σu, σvを Sが (u, v)での接方向とする．gq (ξ, η) = 〈(dσ)q (ξ) , (dσ)q (η)〉R3

とすると，E = 〈σu, σu〉, F = 〈σu, σv〉, G = 〈σv, σv〉で
g = gijdxi ⊗ dxj (103)

(gij) =

(
E F
F G

)
(104)

任意の接ベクトル ξ = ξ1
∂

∂u
+ ξ2

∂

∂v
, η = η1

∂

∂u
+ η2

∂

∂v
とすると

gq (ξ, η) = Eξ1η1 + F
(
ξ1η2 + ξ2η1

)
+Gξ2η2 (105)

言い換えれば，gq (ξ, η) = 〈(dσ)q (ξ) , (dσ)q (η)〉
Dで座標基底 ∂u, ∂v とし，Gram–Schmidt の正規直交化すると

ϵ1 =
∂u
‖∂u‖g

=
∂u√
E

(106)

ϵ2 =
∂v − (g (∂v, ϵ1)) ϵ1
‖∂v − (g (∂v, ϵ1)) ϵ1‖g

(107)

A−1 =
(
ϵ1 ϵ2

)
, (A =

(
a11 a12
a21 a22

)
)と定め，θi (ϵj) = δij , (θ

j := aj1du+ aj2dv)とおくと(
θ1

θ2

)
=

(
a11 a12
a21 a22

)( du
dv

)
= A

( du
dv

)
(108)

より，θ1ϵ1 + θ2ϵ2 =
(
ϵ1 ϵ2

)( θ1

θ2

)
= A−1A

( du
dv

)
=

( du
dv

)
Proposition 7.25. θ1 ∧ θ1 = θ2 ∧ θ2 = 0, θ1 ∧ θ2 = −θ2 ∧ θ1 = detA · du ∧ dv
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Proof.

θj ∧ θk =
(
aj1du+ aj2dv

)
∧
(
ak1du+ ak2dv

)
(109)

=

∣∣∣∣ aj1 aj2
ak1 ak2

∣∣∣∣du ∧ dv (110)

Proposition 7.26. D上の 1−形式 ω1
2 は唯一存在し，dθ1 = −ω1

2 ∧ θ2,dθ2 = ω1
2 ∧ θ1をみたす

Proof. ω1
2 = fdu+ gdvと表すと

ω1
2 =

(
f g

)( du
dv

)
=
(
f g

) (
ϵ1 ϵ2

)( θ1

θ2

)
(111)

= f̃θ1 + g̃θ2 =:
(

f̃ g̃
)

(112)
ω1
2 ∧ θ2 =

(
f̃θ1 + g̃θ2

)
∧ θ2 (113)

= f̃θ1 ∧ θ2 = f̃ detA · du ∧ dv (114)
=
(
fa22 − ga21

)du ∧ dv (115)
ω1
2 ∧ θ1 = g̃θ2 ∧ θ1 = −g̃ detA · du ∧ dv (116)

=
(
fa12 − ga11

)du ∧ dv (117)

dθ1 = h1du ∧ dv,dθ2 = h2du ∧ dvとおくと(
h1
h2

)
=

(
−a22 a21
a12 −a11

)(
f
g

)
(118)

detA 6= 0であれば，( f g
)
=
(
h1 h2

)
A−1が唯一に解けるから，ω1

2 が唯一に定まる
Remark 7.27. これはCartan の第一構造方程式 dθi + ωi

j ∧ θj = 0が二次元のときである
Definition 7.28. ガウス曲率
gを二次元リーマン計量とし，局所直交基底を (

θ1, θ2
)とする

言い換えればdσ = σudu+σvdv = θ1e1+θ2e2．接続形式 1−形式 ω1
2 とすると，dω1

2 = Kθ1∧θ2
で確定された関数K を gのガウス曲率とよぶ
Example 7.29. ポアンカレ計量のガウス曲率
gをポアンカレ計量とすると，E = G =

1

v2
, F = 0であるから

ϵ1 =
∂u√
E

= v∂u (119)

ϵ2 =
∂v√
G

= v∂v (120)

行列で表すと (
ϵ1 ϵ2

)
=

(
v 0
0 v

)
(121)

A =
(
ϵ1 ϵ2

)−1
=

(
1
v 0
0 1

v

)
(122)
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よって，θ1 = v−1du, θ2 = v−1dvである．dθ1,dθ2を計算すると

dθ1 = d (v−1du) = −v−2dv ∧ du (123)
= v−2du ∧ dv (124)

dθ2 = d (v−1dv) = 0 (125)

ω1
2 = fdu+ gdvとすると，構造方程式

{
dθ1 = −ω1

2 ∧ θ2

dθ2 = ω1
2 ∧ θ1

に代入すると

dθ1 = −ω1
2 ∧ θ2 = − (fdu+ gdv) ∧ (v−1dv) = −fv−1du ∧ dv (126)

dθ2 = ω1
2 ∧ θ1 = (fdu+ gdv) ∧ (v−1du) = gv−1dv ∧ du (127)

係数比較すると，
{
f = −v−1

g = 0
から，ω1

2 = −v−1du

dω1
2 = d (−v−1du) = v−2dv ∧ duで，θ1 ∧ θ2 = v−2du ∧ dvより，K =

dω1
2

θ1 ∧ θ2
= −1
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8 測地線
S を正則曲面とする

Definition 8.1. S 内の C∞ 曲線 γ : I → R3 で，条件 d
2γ

dt2 (t) ⊥ Tγ(t)S, t ∈ I をみたすものを
測地線とよぶ
Proposition 8.2. γ : I → R3を測地線とする
1. ‖γ̇ (t)‖は定数

2. λ := ‖γ̇ (t)‖ 6= 0なら，γ̃ (s) := γ
( s
λ

)
も測地線．（γ は弧長パラメータ表示）

Proof. 1. γ̇ (t) ∈ Tγ(t)S より，γ̈ (t) · γ̇ (t) = 1

2

d
dt (γ̇ (t) · γ̇ (t)) = 0 =⇒ ‖γ̇ (t)‖ = const.

2.
d2
ds2 γ̃ (s) =

d2
ds2 γ

( s
λ

)
(128)

=
1

λ2
γ̈
( s
λ

)
⊥ Tγ( s

λ)
S (129)

Example 8.3. S ⊂ R3を平面，v ∈ R3 : S に平行，p ∈ S．このとき，γ (t) = p+ tv, t ∈ Rは
S の測地線である

Proof. γ̈ (t) ≡ 0

Example 8.4. S = S2 (r)とする，γ (t) =

 r cos t
r sin t

0

 , t ∈ Rは赤道．各 t ∈ Rで，γ̈ (t) = −r cos t−r sin t
0

 は n (γ (t)) =

 cos tsin t
0

 と平行．よって，γ̈ (t) ⊥ Tγ(t)S
2 (r) で，γ は測地線

である
局所パラメータ表示 σ : D → R3を用いて測地線の条件を調べる．以下，(u1, u2) = u, vとお

き，σu, σv, σuu, σuv, σvvなどをそれぞれ σ1, σ2, σ11, σ12, σ22などと表す．また，gij := σi ·σj , hij :=
σij · n
ここで (gij) =

(
E F
F G

)
, (hij) =

(
L M
M N

)
, gij = gji, hij = hjiに注意(

E F
F G

)−1

=
1

EG− F 2

(
G −F
−F E

)
の (i, j)成分を gij

(
= gji

)とおく，σ1, σ2,n =
σ1 × σ2
‖σ1 × σ2‖

は各
(

u
v

)
で R3の基底

よって

σjk =
2∑

i=1

Γi
jkσi + Γjkn,Γi

jk,Γjk ∈ R (130)

と表せる．ここで，hjk = σjk · n =
∑
i

Γi
jkσi · n+ Γjkn · n = Γjk（σi · n = 0,n · n = 1）
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Definition 8.5. クリストッフェル記号
Γi
jk をクリストッフェル記号とよぶ．σjk = σkj より，Γi

jk = Γi
kj

γ (t) ∈ σ (D)となる t ∈ I に対し，γ (t) = σ (u (t) , v (t)) = σ
(
u1 (t) , u2 (t)

)と表すと
γ̇ (t) =

2∑
j=1

σj (u (t) , v (t))
duj
dt (131)

γ̈ (t) =

2∑
j=1

( d
dtσj (u (t) , v (t)) ·

duj
dt + σj (u (t) , v (t))

d2uj
dt2

)
(132)

=
2∑

j=1

σi (u (t) , v (t))
d2uj
dt2 +

2∑
j,k=1

σjk (u (t) , v (t))
duk
dt
duj
dt (133)

=

2∑
i=1

 2∑
j,k=1

Γi
jk (u (t) , v (t))

duj
dt
duk
dt +

d2ui
dt2

σi (u (t) , v (t)) (134)

+

 2∑
j,k=1

hjk
(
u1 (t) , u2 (t)

) duj
dt
duk
dt

n (u (t) , v (t)) (135)

=⇒ γ̈ (t) ⊥ Tγ(t)S

⇐⇒ d2ui
dt2 +

∑
j,k

Γi
jk (u (t) , v (t))

duj
dt
duk
dt = 0は u (t) , v (t)に関する二階常微分方程式．常微分

方程式の理論より，以下は成立
Theorem8.6. ∀p ∈ S,v ∈ TpSに対し，δ > 0を十分小さく取れば，Sの測地線 γ : (−s, s)→ R3

で，γ (0) = p, γ̇ (0) = vをみたすものが一意に存在する
Theorem 8.7. ガウスの公式

Γi
jk =

1

2

2∑
l=1

gli
(
∂gjl
∂uk

+
∂gkl
∂uj
−

∂gjk
∂ul

)
(136)

σjk =
∑
i

Γi
jkσi + hjknに定理の式に代入したものをガウスの公式とよぶ

Proof.

σjk · σl =
∑
i

Γi
jkσi · σl (137)

=
∑
i

Γi
jkgil (138)

∂gjl
∂uk

=
∂

∂uk
(σj · σl) (139)

= σjk · σl + σj · σlk (140)
=
∑
i

Γi
jkgil +

∑
i

Γi
lkgij (141)


∂gkl
∂uj

=
∑
i

Γi
jkgil +

∑
i

Γi
ljgik j ←→ k

∂gjk
∂ul

=
∑
i

Γi
klgij +

∑
i

Γi
jlgik j ←→ l

=⇒
∂gjl
∂uk

+
∂gkl
∂uj
−

∂gjk
∂ul

= 2
∑
i

Γi
jkgil
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glmをかけて lについて和：∑
l

glm
(
∂gjl
∂uk

+
∂gkl
∂uj
−

∂gjk
∂ul

)
= 2

∑
i,l

Γi
jkgilg

lm (142)

= 2
∑
i

Γi
jk

(∑
l

gilg
lm

)
(143)

∑
l

gilg
lmは

(
E F
F G

)(
E F
F G

)−1

の (i,m)成分だから，δimとおくと

2
∑
i

Γi
jk

(∑
l

gilg
lm

)
= 2

∑
i

Γi
jkδim = 2Γm

jk (144)

一般のリーマン計量 gに対しても，Thm8.7 で Γi
jk を定めることで，測地線の概念を定義

できる
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9 共変微分と測地的曲率
S :正則曲面，γ : I → R3を S 内の曲線とする
Definition 9.1. 接ベクトル場 C∞ 写像 X : I → R3 が X (t) ∈ Tγ(t)S, t ∈ I ををみたすとき，
X を γ に沿う接ベクトル場とよぶ
Example 9.2. γ̇ (t) ∈ Tγ(t)S より，γ̇ : I → R3 は γ に沿う接ベクトル場，p ∈ S,v ∈ R3 に対
し，v = vtan + vnor と分解できる（vtan ∈ TpS,vnor ∈

(
TpS

)⊥）．S の点 pにおける単位法ベ
クトル nを取れば，vnor = (v · n)n,vtan = v− (v · n)n

Definition9.3. 共変微分 γに沿う接ベクトル場Xに対し，DXdt (t) :=

(dX
dt
)

tan

∈ Tγ(t)S, t ∈ I

と定める．これを X の共変微分とよび，X が γ に沿って平行 def⇐⇒ DX
dt (t) = 0, t ∈ I

Example 9.4. Dγ̇dt (t) = γ̈ (t)tanより，γ が S の測地線 ⇐⇒ Dγ̇
dt (t) = 0, t ∈ I ⇐⇒ γ̇ が γ に

沿って平行

Example 9.5. S = S2 (r) , γ (t) =

 r cos t
r sin t

0

，f : R → R をとって，X (t) = γ̇ (t) + 0
0

f (t)

 =

 −r sin tr cos t
f (t)

とおくと，X (t) 3 Tγ(t)S
2 (r) =


 ξ

η
ζ

∣∣∣∣∣∣ξ cos t+ η sin t = 0


X は γ に沿う接ベクトル場であり，DXdt =

γ̈ (t) +

 0
0

ḟ (t)


tan

=

 0
0

ḟ (t)

より，X が

平行 ⇐⇒ f は定数
以下，S が単位法ベクトル場 nによって向きつけられてあり，γ : I → R3は弧長パラメー

タ表示されていると仮定する
Definition 9.6. 測地的曲率
κg (s) :=

Dγ̇
ds (s) (= γ̈ (s)tan) , κn (s) := γ̈ (s)nor をそれぞれ γ の測地的曲率ベクトルと法曲率ベ

クトルとよぶ
Proposition 9.7. ν (s) = n (γ (s))× γ̇ (s)とおくと，∃!Kg (s) ∈ R, s.t.κg (s) = Kg (s) ν (s)
κn (s) := Kn (s)n (γ (s)) , κn (s) :法曲率
Proof. (γ̇ (s) , ν (s) ,n (γ (s)))は R3の正規直交基底．一方
1. κg (s) ∈ Tγ(s)S より，κg (s) · n (γ (s)) = 0

2.
γ̈ (s)− κn (s) = κg (s) · γ̇ (s) (145)

= γ̈ (s) · γ̇ (s)− κn (s) · γ̇ (s) (146)
= γ̈ (s) · γ̇ (s) (147)

=
1

2

d
ds ‖γ̇ (s)‖

2 = 0 (148)

よって
κg (s) = (κg (s) · γ̇ (s)) γ̇ (s) + (κg (s) · ν (s)) ν (s) + (κg (s) · n (γ (s)))n (γ (s)) (149)

= (κg (s) · ν (s)) ν (s) (150)
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Definition 9.8. 測地的曲率
κg (s) := κg (s) · ν (s)を γ の測地的曲率とよぶ
一般のパラメータの場合では，s =

∫ t

x
‖γ̇ (t)‖dtは弧長パラメータ，dsdt = ‖γ̇ (t)‖であるから

d2γ
ds2 =

dt
ds
d
dt
(dt
ds
d
dtγ

)
(151)

=
1

‖γ̇‖
d
dt
(

1

‖γ̇‖
γ

)
= ∆γ̇ +

1

‖γ̇‖2
γ̈ (152)

ν = n× dγds =
1

‖γ̇‖
n× γ̇

κg = κg · ν (153)

=

(d2γ
ds2 − κn

)
· ν (154)

=
d2γ
ds2 · ν (155)

=
1

‖γ̇‖
d2γ
ds2 · (n× γ̇) (156)

=
1

‖γ̇‖
det

(
d2γ
ds2 n γ̇

)
(157)

=
1

‖γ̇‖3
det ( γ̈ n γ̇

) (158)

一般に，S 内の正則曲線 γ の測地的曲率は

κg (t) =
1∥∥∥dγdt ∥∥∥3 det

(dγ
dt
d2γ
dt2 n (γ (t))

)
(159)

Proposition 9.9. S 内の正則曲線 γ : I → R3に対し，以下は同値
1. γ は測地線

2.
∥∥∥∥dγdt

∥∥∥∥は定数かつ κg (t) ≡ 0

Proof. (1) =⇒ (2)
γ は測地線であるから，‖γ̇ (t)‖は定数であり，γ̈ (t) ⊥ Tγ(t)S より，γ̈ (t)は n (γ (s))のスカラ
ー倍である．よって，κg (t) =

1

‖γ̇‖3
det ( γ̇ γ̈ n ) = 0

(2) =⇒ (1)
det ( γ̇ γ̈ n ) = 0より，γ̈ (t) = 4γ̇ (t) +□n (γ (t)) , γ̇ (t) ∈ Tγ(t)S より，γ̇ (t) · n (γ (t)) = 0．
よって，γ̇ (t) · γ̈ (t) = 4‖γ̇ (t)‖2 = 1

2

d
dt ‖γ̇ (t)‖

2 = 0 =⇒4 = 0

よって，γ̈ (t) = □n (γ (t)) ⊥ Tγ(t)S

Example 9.10. S = S2 (r) に n (p) =
1

r
p で向き付ける．−r < h < r, ρ =

√
r2 − h2 とし，
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γ (t) =

 ρ cos t
ρ sin t

h

 , t ∈ R, γ̇ =

 −ρ sin tρ cos t
0

 , γ̈ =

 −ρ cos t−ρ sin t
0

 ,n (γ (t)) = 1

r

 ρ cos t
ρ sin t

h


κg (t) =

1

‖γ̇‖3
det ( γ̇ γ̈ n (γ (t)) ) (160)

=
1

rρ3

∣∣∣∣∣∣
−ρ sin t −ρ cos t ρ cos t
ρ cos t −ρ sin t ρ sin t

0 0 h

∣∣∣∣∣∣ (161)

=
h

rρ
(162)
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10 最短経路と測地線
(S,n)：向きつけられた正則曲面，p,q ∈ S とする
Example 10.1. 1. S：平面のとき，最短曲線は p,qを結ぶ直線である
2. S = S2 (r)のとき，最短曲線は p,qと原点を通る平面で S を切った円弧である

Remark 10.2. 最短曲線は存在するとは限らないし，存在しても一つとは限らない

Example 10.3. 1. ∀pS = {z = 0} \


 0

0
0

に対し，pと −pを結ぶ最短曲線は存在し
ない

2. S = S2 (r) ,p =

 0
0
r

 ,q =

 0
0
−r

とすると，p,qを結ぶ最短曲線は無数にある
以下，x = γ (s) , a ≤ s ≤ bを弧長パラメータ表示された S内の曲線とし，γ (a) = p, γ (b) = q

とおく
Theorem 10.4. γ が pと qを結ぶ S 内の曲線の中で最短 =⇒ γ は測地線
Definition 10.5. C∞ 関数 F : (−ϵ, ϵ)× [a, b]→ R3, (λ, s) 7→ F (λ, s) , ϵ > 0で次の条件を満た
すものを γ の変分とよぶ
1. F (λ, s) ∈ S, ∀λ, s

2. F (λ, a) ≡ p, F (λ, b) ≡ q
3. F (0, s) ≡ γ (s)

λを固定して，γλ (s) = F (λ, s)とおくと，(1) より γλ は S 内の曲線で (2) より，γλ (a) =
p, γλ (b) = q．変分は曲線 γ の「滑らかな変形」を与える
Remark 10.6. 変分 F に対し

VF (s) :=
∂F

∂λ
(0, s) ∈ Tγ(s)S (163)

Proof. sを固定すると，VF (s)は S 内の曲線 λ 7→ F (λ, s)の λ = 0における速度

Lemma 10.7. 定理の仮定の下で，γ の任意の変分 F に対し，
∫ b

a
VF (s) · κg (s) ds = 0
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Proof. γ の最短性より，L (s) :=

∫ b

a
‖γ̇λ (s)‖ dsは λ = 0で最小値をとる．よって

0 =
dL
dλ

(0) (164)

=
d
dλ
∫ b

a
‖γ̇λ (s)‖ ds

∣∣∣∣
λ=0

(165)

=
d
dλ

∫ b

a

√
∂F

∂s
· ∂F
∂s
ds
∣∣∣∣
λ=0

(166)

=

∫ b

a

∂

∂λ

√
∂F

∂s
· ∂F
∂s

∣∣∣∣
λ=0

ds (167)

=

∫ b

a

∂
∂λ

(
∂F
∂s ·

∂F
∂s

)
|λ=0

2
√

∂F
∂s ·

∂F
∂s |λ=0

ds (168)

=

∫ b

a

∂2F

∂λ∂s
(0, s) · ∂F

∂s
(0, s)ds (169)

=

[
∂F

∂λ
(0, s) · γ̇ (s)

]b
a

−
∫ b

a

∂F

∂λ
(0, s) · γ̈ (s)ds (170)

= −
∫ b

a
VF (s) · γ̈ (s)ds (171)

VF (s) ∈ Tγ(s)S より，VF (s) · γ̈ (s) = VF (s) + κg (s) =⇒
∫ b

a
VF (s) · κg (s)ds = 0

Lemma 10.8. ∀s0 ∈ (a, b) , γ の変分 F と C∞関数 h : [a, b]→ Rで次を満たすものが存在
1. VF (s) = h (s)κg (s) , a ≤ s ≤ b

2. h (s) ≥ 0, h (s0) > 0

これを一旦認めて定理を示す
補題のような F に対し，前の補題より 0 =

∫ b

a
VF (s) · κg (s)ds =

∫ b

a
h (s) ‖κg (s)‖2 dsから，

h (s) ‖κg (s)‖2 ≡ 0．h (s0) > 0より，κg (s) = 0．s0は任意にとるから，κg ≡ 0 =⇒ γ は測地線
補題の証明. γ (s0)の周りの局所パラメータ表示 σ : D → R3 を取り，γ (s) ∈ σ (D)となる．s
に対し

γ (s) = σ (u (s) , v (s)) (172)
κg (s) = ξ (s)σu (u (s) , v (s)) + η (s)σv (u (s) , v (s)) (173)

と表す．ρ > 0, ϵ > 0を γ (s) ∈ σ (D) ,

(
u (s) + λξ (s)
v (s) + λη (s)

)
∈ D, (|s− s0| ≤ ρ, |λ| ≤ ϵ)をみたすよ

うにとり，h, F を次のように定めればいい

h (s) =

exp
(

1

ρ2
− 1

(s− s0)
2 − ρ2

)
|s− s0| < ρ

0 |s− s0| ≥ ρ

(174)

F (λ, s) =

{
σ (u (s) + λh (s) ξ (s) , v (s) + λh (s) η (s)) |s− s0| < ρ

γ (s) |s− s0| ≥ ρ
(175)
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VF (s) =
∂F

∂λ
(0, s) =

{
σu (u (s) , v (s))h (s) ξ (s) + σv (u (s) , v (s))h (s) η (s) |s− s0| < ρ

0 |s− s0| ≥ ρ

=⇒ VF (s) =

{
h (s)κg (s) |s− s0| < ρ

h (s)κg (s) |s− s0| ≥ ρ
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11 ホップの回転角定理
D ⊂ R2：開集合，g : D上のリーマン計量とする．(ξ, η)q = gq (ξ, η) , ξ, η ∈ TqD, ‖ξ‖q =

√
(ξ, ξ)q

と書く．各 q =

(
u
v

)
∈ Dに対し，∂1 =

(
1
0

)
, ∂2 =

(
0
1

)
∈ TqDを gq について正規直交

化したものを ϵ1 (q) , ϵ2 (q)とおく
Proposition 11.1. γ : [a, b]→ Dを C∞曲線．ξ : [a, b]→ R2を C∞写像で，ξ (t) 6= 0, (t ∈ [a, b])
とすると

ξ (t)

‖ξ (t)‖
= (cos (ϕ (t))) ϵ1 (γ (t)) + (sin (ϕ (t))) ϵ2 (γ (t)) , (a ≤ t ≤ b) (176)

をみたす C∞関数 ϕ : [a, b]→ Rが存在する
Proof.

RHS = ( ϵ1 (γ (t)) ϵ2 (γ (t))
)( cos (ϕ (t))
sin (ϕ (t))

)
(177)

よって，条件は
(
ϵ1 (γ (t)) ϵ2 (γ (t))

)−1 ξ (t)

‖ξ (t)‖
=

( cos (ϕ (t))
sin (ϕ (t))

)
(178)

左側は単位円周上を動く C∞関数であるから，条件を満たす C∞関数 ϕを取ればいい
γ が正則曲線なら，ξ (t) := ˙γ (t)は仮定をみたす．このときの ϕを γ の接角とよぶ．また，

ϕは +2nπ, n ∈ Zの任意性を除き一意
γ : [a, b]→ R2を区分的に正則な単純閉曲線とし，Ω : γ で囲まれた領域とし，γ は Ωを左手に
見る向きで Ω ⊂ Dと仮定する．[a, b]の分割 a = t0 < t1 < · · · < tN = bを γi := γ|[ti−1,ti] が正
則であるようにとる．γi : [ti−1, ti] → Rを γi の接角とし，γ (ti)における外角 θi ∈ [−π, π]を
ϕi+1 (ti)− ϕi (ti)− θi ∈ 2πZとなるように定める．γ が t = ti で滑らか（γ̇i (ti) = γ̇i+1 (ti)）な
ら θi = 0

Theorem 11.2. ホップ
N∑
i=1

(ϕi (t)− ϕi (ti−1) + θi) = 2π (179)

左辺を Rotg (γ)とおき，γ の回転角とよぶ

Example 11.3. γ (t) =
( cos t
sin t

)
, (0 ≤ t ≤ 2π)とし，g：ユークリッド計量とする．N =

1, 0 = t0 < t1 = 2π．ϵ1 = ∂1, ϵ2 = ∂2, γ̇ (t) =

(
− sin t
cos t

)
=

( cos (t+ π
2

)
sin (t+ π

2

) )で，ϕ (t) = t+ π
2

は接角，Rotg (γ) = γ (t1)− γ (t0) = 2π

Lemma 11.4. Rotg (γ) = Rotg0 (γ) , g0 :ユークリッド計量
Proof. 定義から，ϕi (ti)− ϕi+1 (ti) + θi ∈ 2πZ．これを足し上げると，Rotg (γ) ∈ 2πZ．また，
Rotg (γ)は各 ϕi の取り方にはよらない，gs = (1− s) g0 + sg, s ∈ [0, 1]とおくと，gs もリー
マン計量で，Rotgs (γ)は sについて連続．一方，Rotgs (γ) ∈ 2πZであるから，Rotgs は sに
ついて定数で，Rotg (γ) = Rotg0 (γ)．よって，g = g0と仮定すればいい
Lemma 11.5. Rotg (γ)は分割，a = t0 < t1 < · · · < tN = bを細かくしても変わらない
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Proof. 例えば ti−1 < c < ti でさらに分割しても，γ (c)での外角は 0で，ϕi (ti) − ϕi (ti−1) =
(ϕi (ti)− ϕi (c)) + (ϕi (c)− ϕi (ti−1))

Lemma 11.6. Rotg (γ)は始点を他の分割点にしても変わらない
Proof. 添字 iが巡回置換されるだけ
Hopf’Umlaufsatz 定理の証明. 補題 2，3より，θN = 0（始点で滑らか）と仮定してよい．分割
を十分細かく取り，γを滑らかに近似する γ̃を作り，ϕ̃を γ̃の接角とする．ϕ̃ (ti+1)− ϕ̃ (ti−1) '
θi ' ϕi+1 (ti+1) − ϕi (ti−1)から，2πZ 3 Rotg (γ) ' Rotg (γ̃) ∈ 2πZで，Rotg (γ) = Rotg (γ̃) =
ϕ̃ (b)−ϕ̃ (a)．̃γを円に連続変形すると，̃ϕも連続的に変化するから，Rotg (γ) = Rotg (円) = 2π
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12 ガウス・ボンネの定理
(S,⋉)：R3 内の向きつけられた正則曲面，σ : D → R3：正の向きの局所パラメータ表
示，Ω ⊂ R2：三つの正則曲線をつなげた単純閉曲線で囲まれた領域．Ω ⊂ D であるとき，
4 = σ

(
Ω
) を S の三角性とよぶ．頂点を S の表側から見て反時計回りに A,B,C とすると

き，三辺を AB,BC,CA を表し，4を 4ABC と表す．また，内角 ∠A,∠B,∠C を接線のな
す角で定める．AB,BC,CAの弧長パラメータ表示 xi = γi (s) , (ai ≤ s ≤ bi, i = 1, 2, 3)をとり，
γi : [ai, bi]→ Dを γi (s) = σ (γi (s))で定める．κi : [ai, bi]→ Rを γiの測地的曲率とする
Theorem 12.1. 三角形に対するガウス・ボンネの定理∫∫

△ABC
KDA+

3∑
i=1

∫ bi

ai

κi (s)ds = ∠A+ ∠B + ∠C − π (180)

Proof. gを σが定めるD上のリーマン計量 gσ とする．gq (ξ, η) = (dσ)q (ξ) · (dσ)q (η)．γiの
gに関する接角 ϕiをとり，θiを Ωの γi (bi)における（gに関する）外角とする

dσγi(s)

(
γ′i (s)

)
=
du
ds σu (γi (s)) +

dv
dsσv (γi (s)) = γ′i (s) (181)

γi (s) =

(
u (s)
v (s)

)
(182)

dσγi(s)
(ϵ1) = dσγi(s)

((
1
0

))
= 1 · σu (γi (s)) + 0 · σv (γi (s)) (183)

= σu (γi (s)) (184)

よって，ϕi (s)は接空間 Tγi(s)S における σu (γi (s))から γ′i (s)への角で，θi は Tγi(bi)S におけ
る γ′i (bi)から γ′i+1 (ai+1)への角 = π − ∠γi (bi)である．よって

2π = θ1 + θ2 + θ3 +
3∑

i=1

(ϕi (bi)− ϕi (ai)) (185)

∠A+ ∠B + ∠C − π =
3∑

i=1

(ϕi (bi)− ϕi (ai)) (186)

ϕi (bi)− ϕi (ai) =

∫ bi

ai

ϕ′
i (s)ds (187)

ϕ′
i (s)を計算する．以下，添え字を一時省略する．

( e1 e2 e3
)を σに付随する動標構とし，

ej (s) = ej (γ (s))とおくと

γ′ (s) = cos (ϕ (s))e1 (s) + sin (ϕ (s))e2 (s) (188)

γ′ (s)は e1 (s)を角 ϕi (s)で回転移動したベクトルであるから

γ′′ (s) = −ϕ′ (s) sin (ϕ (s))e1 (s) + cos (ϕ (s))e′1 (s) (189)
+ ϕ′ (s) cos (ϕ (s))e2 (s) + sin (ϕ (s))e′2 (s) (190)

ei · ej ≡ δij より，e′i · ej + ei · e′j = 0．よって

γ′′ (s) · e1 (s) = −ϕ′ (s) sin (ϕ (s)) + sin (ϕ (s))
(e′2 (s) · e1 (s)) (191)

γ′′ (s) · e2 (s) = ϕ′ (s) cos (ϕ (s)) + cos (ϕ (s))
(e′1 (s) · e2 (s)) (192)
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整理すると，
{
γ′′ (s) · e1 (s) = (−ϕ′ (s) + e′2 · e1) sin (ϕ (s))

γ′′ (s) · e2 (s) = (ϕ′ (s)− e′2 · e1) cos (ϕ (s))
．一方

γ′′ (s) = κ (s) ν (s)+?n (γ (s)) (193)
ν (s) = n (γ (s))× γ′ (s) (194)

= − sin (ϕ (s))e1 (s) + cos (ϕ (s))e2 (s) (195)

より，
{
γ′′ (s) · e1 (s) = −κ (s) sin (ϕ (s))

γ′′ (s) · e2 (s) = κ (s) cos (ϕ (s))

以上より，
{
(κ (s)− ϕ′ (s) + e′2 · e1) sin (ϕ (s)) = 0

(κ (s)− ϕ′ (s) + e′2 · e1) cos (ϕ (s)) = 0
=⇒ κ (s) = ϕ′ (s)− e′2 · e1．よって

∠A+ ∠B + ∠C − π =
3∑

i=1

∫ bi

ai

ϕ′
i (s)ds (196)

=

3∑
i=1

∫ bi

ai

(
κi (s) +

de2 (γi (s))
ds · e1 (γi (s))

)
ds (197)

=
3∑

i=1

∫ bi

ai

κi (s)ds+
∫
∂Ω

de2 · e1
ω1
2

(198)

=

3∑
i=1

∫ bi

ai

κi (s)ds+
∫∫

Ω
(199)

mathrmdω1
2 (200)

また

dω1
2 = K

√
EG− F 2du ∧ dv (201)

= K ‖σu × σv‖du ∧ dv (202)

よって，
∫∫

Ω
dω1

2 =

∫∫
△
KdA

Definition 12.2. 測地三角形
4ABC が測地三角形 def⇐⇒ AB,BC,CAが弧長パラメータ表示に関する測地線である
Theorem 12.3. 測地三角形に対するガウス・ボンネの定理
測地三角形4ABC に対し ∫∫

△ABC
KdA = ∠A+ ∠B + ∠C − π (203)
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