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1 前提知識
1.1 距離と距離空間
Definition 1.1. （距離・距離空間）
X を空でない集合とする．写像 d : X ×X → Rが以下の条件をみたすとき dを X 上の距離
（または距離関数）であるという
(D1) ∀x, y ∈ X, d (x, y) ≥ 0であり，d (x, y) = 0 ⇐⇒ x = y

(D2) ∀x, y ∈ X, d (x, y) = d (y, x)

(D3) ∀x, y, z ∈ X, d (x, z) ≤ d (x, y) + d (y, z)

このとき，(X, d)を距離空間という
Example 1.2. Rnでの距離の例

1. Manhattan 距離d
(n)
1 (x, y) =

n∑
i=1

|xi − yi|

Proof. Rnでは

(D1) ∀x, y ∈ Rn,
n∑

i=1

|xi − yi| ≥
n∑

i=1

0 = 0 =⇒ d
(n)
1 (x, y) ≥ 0

0 = d
(n)
1 (x, y) =

n∑
i=1

|xi − yi|から ∀i ∈ {1, 2, · · · , n} , xi = yi．よって，x = y

(D2) ∀x, y ∈ Rn, d
(n)
1 (x, y) =

n∑
i=1

|xi − yi| =
n∑

i=1

|yi − xi| = d
(n)
1 (y, x)

(D3) ∀x, y, z ∈ Rn

d
(n)
1 (x, z) =

n∑
i=1

|xi − zi| (1)

=

n∑
i=1

|xi − yi + yi − zi| (2)

≤
n∑

i=1

(|xi − yi|+ |yi − zi|) (3)

= d
(n)
1 (x, y) + d

(n)
1 (y, z) (4)

2. Euclid 距離d
(n)
2 (x, y) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)
2

Proof. Rnでは

(D1) ∀x, y ∈ Rn,

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)
2 ≥

√√√√ n∑
i=1

0 ≥ 0

0 = d
(n)
2 (x, y) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)
2から，∀i ∈ {1, 2, · · · , n} , xi = yiで x = y
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(D2) ∀x, y ∈ Rn, d
(n)
2 (x, y) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)
2 =

√√√√ n∑
i=1

(yi − xi)
2 = d

(n)
2 (y, x)

(D3) ∀x, y, z ∈ Rn

d
(n)
2

2 (x, z) =

n∑
i=1

(xi − zi)
2 (5)

=

n∑
i=1

(xi − yi + yi − zi)
2 (6)

=

n∑
i=1

(
(xi − yi)

2 + 2 (xi − yi) (yi − zi) + (yi − zi)
2
)

(7)

≤
n∑

i=1

(xi − yi)
2 + 2

√√√√( n∑
i=1

(xi − yi)
2

)(
n∑

i=1

(yi − zi)
2

)
+

n∑
i=1

(yi − zi)
2

(8)
= d

(n)
2

2 (x, y) + 2d
(n)
2 (x, y) d

(n)
2 (y, z) + d

(n)
2

2 (y, z) (9)
=
(
d
(n)
2 (x, y) + d

(n)
2 (y, z)

)2 (10)

から d
(n)
2 (x, z) ≤ d

(n)
2 (x, y) + d

(n)
2 (y, z)

3. Chebyshev 距離d
(n)
∞ (x, y) =max

i
{|xi − yi|}

Proof. Rnでは
(D1) ∀x, y ∈ Rn, d

(n)
∞ (x, y) =max

i
{|xi − yi|} ≥max

i
{0} = 0

0 = d
(n)
∞ (x, y) =max

i
{|xi − yi|}から，∀i ∈ {1, · · · , n} , |xi − yi| ≥ 0より x = y

(D2) ∀x, y ∈ Rn, d
(n)
∞ (x, y) =max

i
{|xi − yi|} =max

i
{|yi − xi|} = d(n)∞ (y, x)

(D3) ∀x, y, z ∈ Rn

d(n)∞ (x, z) =max
i

{|xi − zi|} (11)
=max

i
{|xi − yi + yi − zi|} (12)

≤max
i

{|xi − yi|+ |yi − zi|} (13)
≤max

i
{|xi − yi|}+max

i
{|yi − zi|} (14)

= d(n)∞ (x, y) + d(n)∞ (y, z) (15)

4. 離散距離d (x, y) =

{
1 x 6= y

0 x = y

Proof. Rnでは
(D1) ∀x, y ∈ Rn, d (x, y) ≥ 0は自明で，定義より d (x, y) = 0になると x = y
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(D2) ∀x, y ∈ Rn,

{
d (x, y) = 1 x 6= y

d (x, y) = 0 x = y
=⇒

{
d (y, x) = 1 = d (x, y) x 6= y

d (y, x) = 0 = d (x, y) x = y

(D3) ∀x, y, z ∈ Rn

x = y = z x = y 6= z x = z 6= y x 6= y = z x 6= y 6= z

d (x, z) 0 0 1 1 1
d (x, y) 0 1 1 0 1
d (y, z) 0 1 1 0 1

から d (x, z) ≤ d (x, y) + d (y, z)

1.2 距離空間の用語
Definition 1.3. (ϵ−近傍)
(X, d)を距離空間とする．a ∈ X, ϵ > 0に対し，N (a, ϵ) = {x ∈ X|d (a, x) < ϵ}を点 aのϵ−近
傍という
Definition 1.4. （内点・外点・境界点・内部・外部・境界）

1. a ∈ X が Aの内点 def⇐⇒ ∃ϵ > 0, s.t.N (a, ϵ) ⊂ A
Aの内点全体の集合を Aの内部といい，Aiで表す

2. a ∈ X が Aの外点 def⇐⇒ ∃ϵ > 0, s.t.N (a, ϵ) ∩A = ∅
Aの外点全体の集合を Aの外部といい，Aeで表す

3. a ∈ X が Aの境界点 def⇐⇒ ∀ϵ > 0, N (a, ϵ) ∩A 6= ∅かつ N (a, ϵ) ∩Ac 6= ∅
Aの境界点全体の集合を Aの境界といいといい，Af で表す

Ae = (Ac)i , Af = (Ac)f を注意すると，X = Ai
⊔

Ae
⊔

Af

Definition 1.5. （触点・閉包）
(X, d)を距離空間とする．A ⊂ X

a ∈ X が Aの触点 def⇐⇒ ∀ϵ > 0, N (a, ϵ) ∩A 6= ∅
Aの触点全体の集合を Aの閉包といい，Aで表す
Ai ⊂ A ⊂ Aと A = Ai

⊔
Af は明らかに成り立つ

Definition 1.6. （開集合・閉集合）
(X, d)を距離空間とする．A ⊂ X

1. Aが距離空間 (X, d)の開集合 def⇐⇒ A = Ai

2. Aが距離空間 (X, d)の閉集合 def⇐⇒ A = A

Proposition 1.7. (X, d)を距離空間とする．X の部分集合 Aについて (
Ai
)i
,
(
A
)
= A

Proof. x ∈ Aiとすれば，N (x, ϵ) ⊂ Aとなる ϵ > 0が存在する．y ∈ N (x, ϵ)とし，δ = ϵ−d (x, y)
とおく．δ > 0かつN (y, δ) ⊂ N (x, ϵ) ⊂ Aがわかる．したがって，y ∈ Aiとなり，N (x, ϵ) ⊂ Ai

が成り立つ．よって Ai ⊂
(
Ai
)iになり，(Ai

)i ⊂ Aiはあるから (
Ai
)i

= Ai

次は x ∈
(
A
)とすると ∀ϵ > 0, N (x, ϵ)∩A 6= ∅になり，y ∈ N (x, ϵ)∩Aについて，δ = ϵ−d (x, y)

とおくと，δ > 0かつ y ∈ Aがあるから N (y, δ) ∩ A 6= ∅となる．一方，N (y, δ) ⊂ N (x, ϵ)だ
から，N (x, ϵ) ∩ A 6= ∅となる．したがって x ∈ Aとなり，(A) ⊂ Aが成り立つ．A ⊂

(
A
)よ

り，A =
(
A
)
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Proposition 1.8. (X, d)を距離空間とする．X の部分集合 A,B について以下が成り立つ
1. (A ∩B)i = Ai ∩Bi

2. A ∪B = A ∪B

Proof. 1. x ∈ (A ∩B)i とすると，∃ϵ0 > 0, s.t.N (x, ϵ0) ⊂ A ∩ B から，N (x, ϵ0) ⊂ Aかつ
N (x, ϵ0) ⊂ Bで，定義より x ∈ Aiかつ x ∈ Biから x ∈ Ai∩Bi．よって (A ∩B)i ⊂ Ai∩Bi

で，x ∈ Ai ∩ Bi とすると，∃ϵ1, ϵ2 > 0, s.t.N (x, ϵ1) ⊂ Aかつ N (x, ϵ2) ⊂ B であるから，
ϵ′ :=max {ϵ1, ϵ2}とすると，N (x, ϵ′) ⊂ A ∩B があって，(A ∩B)i ⊃ Ai ∩Biである

2. x ∈ A ∪Bとすると，∀ϵ0 > 0, N (x, ϵ0)∩(A ∪B) 6= ∅．言い換えれば ∀ϵ0 > 0, N (x, ϵ0)∩A 6=
∅またはN (x, ϵ0)∩B 6= ∅．これは x ∈ A∪Bであるから A ∪B ⊂ A∪B．逆に x ∈ A∪B
とすると，∀ϵ1, ϵ2 > 0, N (x, ϵ1) ∩ A 6= ∅ または N (x, ϵ2) ∩ B 6= ∅ が成り立つので
ϵ′ :=max {ϵ1, ϵ2}に対して，N (x, ϵ′) ∩ (A ∪B) 6= ∅があるから A ∪B ⊃ A ∪B．よって
A ∪B = A ∪B

Proposition 1.9. 距離空間において，以下が成り立つ
1. 開集合の補集合は閉集合
2. 閉集合の補集合は開集合

Proof. 1. A ⊂ X を開集合とする．∀x ∈ (Ac)f , x ∈ Ac を証明すればいいから，xを Ac の
境界点とする．定義より，∀ϵ > 0, N (x, ϵ)∩A 6= ∅かつN (x, ϵ)∩Ac 6= ∅．x ∈ Aと仮定す
ると，∃ϵ′ > 0, s.t.N (x, ϵ′) ⊂ Aで N (x, ϵ′) ∩Ac = ∅より，仮定と矛盾するから，x ∈ Ac．
よって，∀a ∈ (Ac)f , a ∈ Acで，Acは閉集合である

2. B ⊂ を閉集合とする．∀x ∈ (B)f に対して，x ∈ B で ∀ϵ > 0, N (x, ϵ) ∩ B 6= ∅ かつ
N (x, ϵ) ∩Bc 6= ∅から，N (x, ϵ′) ⊂ Bcをみたす ϵ′は存在しない．xの任意性より，B の
全ての境界点は Bcに属さないので，Bcは開集合である

Proposition 1.10. (X, d)を距離空間とする．A ⊂ X について以下が成り立つ
1. Aiは Aに含まれる最大の開集合
2. Aは Aを含む最小の閉集合

Proof. 1. O ⊂ Aを開集合とすると O = Oi ⊂ Ai があって，Oi の任意性より Ai は Aに含
まれる最大の開集合である

2. F ⊃ Aを閉集合とすると F = F ⊃ Aがあって，F の任意性より Aは Aを含む最小の閉
集合である

Proposition 1.11. （位相の公理・開集合系の公理）
距離空間 (X, d)の開集合系 Od =

{
O ⊂ X

∣∣Oは X の開集合}は，以下の性質をみたす
(O1) ∅ ∈ Od, X ∈ Od

(O2) ∀O1, O2 ∈ Odならば O1 ∩O2 ∈ Od

(O3) ∀λ ∈ Λ, Oλ ∈ Odならば
⋃
λ∈Λ

Oλ ∈ Od

Proof. 1. 定義より ∅, X ∈ Od
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2. O1, · · · , On ∈ Od とする．
n⋂

k=1

Ok = ∅ならば開集合（∅は開集合でも閉集合でもある）．
n⋂

k=1

Ok 6= ∅のとき，x ∈
n⋂

k=1

とすると，∃ {ϵk}nk=1は性の数列で，s.t.N (x, ϵk) ⊂ Ok．ここ

で ϵ0 :=min {ϵk : k = 1, 2, · · · , n}とおくと，N (x, ϵ0) ⊂
n⋂

k=1

Ok となり，
n⋂

k=1

Ok ∈ Od

3. Oλ ∈ Od, x ∈
⋃
λ∈Λ

Oλ とすると，少なくとも ∃λ0 ∈ Λ, s.t.x ∈ Oλ0，すると ∃ϵ >

0, s.t.N (x, ϵ) ⊂ Oλ0 ⊂
⋃
λ∈Λ

Oλなので
⋃
λ∈Λ

Oλは開集合である

Proposition 1.12. （閉集合系）
距離空間 (X, d)の閉集合系 Fd =

{
F ⊂ X

∣∣F は X の閉集合}は，以下の性質をみたす
(F1) ∅ ∈ Fd, X ∈ Fd

(F2) F1, F2 ∈ Fdならば F1 ∪ F2 ∈ Fd

(F3) ∀λ ∈ Λ, Fλ ∈ Fdならば
⋂
λ∈Λ

Fλ ∈ Fd

Proof. 1. 定義より ∅, X ∈ Fd

2. Proposition1.10 と Proposition1.11 より F1, F2 ∈ Fd とすると O1 := F c
1 , O2 := F c

2 は
開集合であり，O1 ∩O2 ∈ Odである．Fd = Oc

d, (O1 ∩O2)
c = Oc

1 ∪Oc
2より，F1 ∪F2 ∈ Fd

3. Proposition1.10とProposition1.11より，∀F c
λ := Oλ ∈ Od = Fc

d,

( ⋃
λ∈Λ

Oλ

)c

=
⋂
λ∈Λ

Fλ ∈

Oc
d = Fd

1.3 距離空間の近傍系と連続写像
Definition 1.13. （近傍）
(X, d)を距離空間とし，U を X の部分集合とする

U が X の点 aの近傍である def⇐⇒ aが U の内点である
Proposition 1.14. (X, d)を距離空間とし，U を X の部分集合とする

U が X の開集合である ⇐⇒ ∀a ∈ U,U は点 aの近傍である
Proof. U を X の開集合であると仮定すると，∀a ∈ U, ∃ϵ > 0, s.t.N (a, ϵ) ⊂ U．言い換えれば
∀a ∈ U, aは U の内点であるから，U は aの近傍である．逆に，∀a ∈ U,U は aの近傍である
とすると，∀a ∈ U, aは U の内点である，言い換えれば U は X の開集合である
Definition 1.15. （近傍系）
(X, d)を距離空間とする
X の点 aの近傍全体の集合を点 aの近傍系といい，N (a)または NX (a)で表す
Definition 1.16. （連続）
(X, dX) , (Y, dY )を距離空間とする．f : X → Y を写像とする

1. f が X の点 aで連続 def⇐⇒ ∀ϵ > 0, ∃δ > 0, s.t.x ∈ X, dX (a, x) < δ ⇒ dY (f (a) , f (x)) < ϵ

2. f が連続 def⇐⇒ f が X の各点で連続である

6
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Proposition 1.17. (X, dX) , (Y, dY )を距離空間とする．写像 f : X → Y を a ∈ X について以
下同値
1. f が点 aで連続
2. ∀ϵ > 0, f (NX (a, δ)) ⊂ NY (f (a) , ϵ)をみたす δ > 0が存在する
3. ∀ϵ > 0, NX (a, δ) ⊂ f−1 (NY (f (a) , ϵ))をみたす δ > 0が存在する
4. ∀ϵ > 0, f−1 (NY (f (a) , ϵ)) ∈ NX (a)

5. ∀U ∈ NY (f (a)) , f−1 (U) ∈ NX (a)

Proof. (1) =⇒ (2) =⇒ (3) =⇒ (4) =⇒ (5) =⇒ (1)

1. f が aで連続である ⇐⇒ ∀ϵ > 0, ∃δ > 0, s.t.x ∈ NX (a, δ) =⇒ f (x) ∈ NY (f (a) , ϵ) ⇐⇒
f (NX (a, δ)) ⊂ NY (f (a) , ϵ)

2. ∀ϵ > 0, f (NX (a, δ)) ⊂ NY (f (a) , ϵ)とすると，∀x ∈ N (a, δ) , f (x) ∈ NY (f (a) , ϵ)．言い
換えれば x ∈ f−1 (NY (f (a) , ϵ))

3. dY (f (a) , f (a)) = 0 < ϵ より a ∈ f−1 (NY (f (a) , ϵ)) であり，(3) の仮定より ∃δ >
0, s.t.NX (a, δ) ⊂ f−1 (NY (f (a) , ϵ))なので，aは f−1 (NY (f (a) , ϵ))の内点で，NX (a)に
属す

4. U ∈ NY (f (a)) を任意に取ると，∃ϵ > 0, s.t.NY (f (a) , ϵ) ⊂ U があって，仮定より
f−1 (NY (f (a) , ϵ)) ∈ NX (a)で，f−1 (NY (f (a) , ϵ)) ⊂ f−1 (U)から，f−1 (U)も aの近傍
である．よって f−1 (U) ∈ NX (a)

5. ∀ϵ > 0, NY (f (a) , ϵ) ∈ NY (f (a)) で，仮定より f−1 (NY (f (a) , ϵ)) ∈ NX (a) があるか
ら，∃δ > 0, s.t.NX (a, δ) ⊂ f−1 (NY (f (a) , ϵ))が成り立つから，∀x ∈ NX (a, δ) , f (x) ∈
NY (f (a) , ϵ)，これは ∀x ∈ X, dX (a, x) δ =⇒ dY (f (x) , f (a)) < ϵである

Proposition 1.18. (X, dX) , (Y, dY )を距離空間とする．写像 f : X → Y について以下同値
1. f が連続
2. (Y, dY )の開集合 Oに対して，f による逆像 f−1 (O)は常に (X, dX)の開集合
3. (Y, dY )の閉集合 F に対して，f による逆像 f−1 (F )は常に (X, dX)の閉集合

Proof. (1) =⇒ (2) =⇒ (3) =⇒ (1)

1. 定義
2. O := F cとすると，(2)の仮定より，Oの f による逆像 f−1 (O)は常に (X, dX)の開集合
であるから，f−1 (F ) =

(
f−1 (O)

)cは閉集合．よって，(3)は成り立つ
3. 任意の開集合 O ⊂ Y に対して，補集合 F は仮定より閉集合であるより，f−1 (F )も閉集
合であって，f−1 (O) =

(
f−1 (F )

)cは開集合であるから，連続写像の定義より，f は連続
である
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2 位相空間の基礎
2.1 位相空間の定義と例
Definition 2.1. （位相・位相空間）
X を空でない集合とする．O ⊂ P (X) = {A|A ⊂ X}は以下の条件をみたすとき，X の位相も
しくは開集合系という
(O1) ∅ ∈ O, X ∈ O

(O2) O1, O2 ∈ Oなら O1 ∩O2 ∈ O

(O3) ∀λ ∈ Λ, Oλ ∈ Oなら ⋃
λ∈Λ

Oλ ∈ O

このとき，(X,O)を位相空間という．また，A ∈ Oのとき，Aを (X,O)の開集合といい，Ac ∈ O
であるとき Aを (X,O)の閉集合という
Example 2.2. 1. X が一つの元からなる集合

Proof. X = {x}に対して，OX は {∅, {x}}しか存在しない

2. X が二つの元からなる集合

Proof.


O1 = {∅, X}
O2 = {∅, {1} , X}
O3 = {∅, {2} , X}
O4 = P (X)

3. X が三つの元からなる集合

Proof.


Õ1 = O1 ∪X

Õ2 = O2 ∪ ∅
Õ3 = O3 ∪ {2}
Õ4 = O4 ∪ {1, 2}

，ただし，



X = {1, 2, 3}
O1 = {∅, {1}}
O2 = {{2} , X}
O3 = {∅, {1, 2} , {2, 3} , X}
O4 = {∅, {1} , {2} , X}

Definition 2.3. 密着位相・密着空間
集合 X に対し，O = {∅, X}とすると，O は X の位相となる．このとき，O を X の密着位
相といい，位相空間 (X,O)を密着空間という
Definition 2.4. （離散位相・離散空間）集合X に対し，O = P (X)とすると，OはX の位
相となる．このとき Oを X の離散位相といい，位相空間 (X,O)を離散空間
Definition 2.5. （距離位相・距離化可能）
距離空間 (X, d)の開集合系 Od = {A ∈ P (X)|∀a ∈ A, ∃ϵ > 0, s.t.N (a, ϵ) ⊂ A}は X の位相で
ある．この Od を距離 dから定まる距離位相という．特に，n次元ユークリッド空間 (Rn, d2)
において，距離 d2から定まる位相をユークリッド位相または通常の位相という
任意の距離空間は距離位相より位相空間とみなせるが位相空間は必ずしも距離空間とみなせ
ない．位相空間 (X,O)について，距離 dから定まる距離位相 Odが元の位相 Oと一致するよ
うな X 上の距離関数 dが存在するとき，位相空間 (X,O)は距離化可能
Proposition 2.6. 密着位相 O = {∅, X} は一般的に距離化可能ではないが，離散位相 O =
P (X)は常に距離化可能である
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Proof. X が二つ以上の元からなる集合とする．任意の距離位相について，∀x ∈ X, {x}cは開
集合で，密着位相が距離化可能になれるのは一点集合の場合しかないから，X の仮定と矛盾
する
X 上の異なる二点の距離を全て 1とおけば，X は距離空間になり，各点の 1

2
−近傍にはその

点しか含まれないので，全ての一点集合は開集合になる．よって，この距離位相は離散位相
であり，離散位相は距離化可能である

2.2 位相空間の用語
Definition 2.7. （位相空間の閉集合）
(X,O)を位相空間とする．Ac ∈ Oであるとき，Aを X の閉集合という
Proposition 2.8. （位相空間の閉集合系）位相空間 (X,O)の閉集合全体の集合 F は次をみ
たす．なお，F を閉集合系という
(F1) ∅ ∈ F , X ∈ F

(F2) ∀F1, F2 ∈ F , F1 ∪ F2 ∈ F

(F3) ∀ {Fλ}λ∈Λ ⊂ F ,
⋂
λ∈Λ

Fλ ∈ F

Proof. 1. ∅ ∈ F は明らかで，X = X から X も F に属す
2. ∀F1, F2 ∈ F , O1 := F c

1 , O2 := F c
2 とおくと，O1, O2は開集合であって，O1 ∩O2も開集合

であるから F1 ∪ F2 = (O1 ∩O2)
cより閉集合である

3. Oλ := F c
λ とおけば，

⋃
λ∈Λ

Oλは開集合であるから
⋂
λ∈Λ

Fλ =

( ⋃
λ∈Λ

Oλ

)
は閉集合である

Definition 2.9. （内点・外点・境界点・内部・外部・境界）

1. a ∈ X が Aの内点 def⇐⇒ ∃O ∈ O, s.t.x ∈ Oかつ O ⊂ A
Aの内点全体の集合を Aの内部といい，Aiで表す

2. a ∈ X が Aの外点 def⇐⇒ ∃O ∈ O, s.t.x ∈ Oかつ O ∩A = ∅
Aの外点全体の集合を Aの外部といい，Aeで表す

3. a ∈ X が Aの境界点 def⇐⇒ ∀O ∈ O, x ∈ O =⇒ O 6⊂ Aかつ O ∩A 6= ∅
Aの境界点全体の集合を Aの境界といいといい，Af で表す

Ae = (Ac)i , Af = (Ac)f を注意すると，X = Ai
⊔

Ae
⊔

Af

Definition 2.10. （触点・閉包）
(X, d)を距離空間とする．A ⊂ X

a ∈ X が Aの触点 def⇐⇒ ∀O ∈ O, x ∈ O =⇒ O ∩A 6= ∅
Aの触点全体の集合を Aの閉包といい，Aで表す
Ai ⊂ A ⊂ Aと A = Ai

⊔
Af は明らかに成り立つ

Proposition 2.11. (X,O)を位相空間，A ⊂ X とすると，以下は成立する
1. Aiは O ⊂ Aをみたす X の開集合 Oたち全体の和集合
2. Aiは Aに含まれる X の開集合の中で最大のもの
3. Aは F ⊃ Aをみたす X の閉集合 F たち全体の共通部分
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4. Aは Aを含む X の閉集合の中で最小のもの
Proof. x ∈ {x ∈ X|∀O ∈ O, [x ∈ O =⇒ O ∩A 6= ∅]}とする．F ∈ F に対し、F c ∈ O となる
から、∃O ∈ O, s.t.F c = O ∈ O, x ∈ O =⇒ O ∩ A 6= ∅より x ∈ F c =⇒ F c ∩ A 6= ∅があるの
で、これの対偶をとると F c ∩ A = ∅ =⇒ x /∈ F c である．A ⊂ F のとき、F c ∩ A = ∅なので、
x /∈ F c ⇐⇒ x ∈ F．よって ∀F ∈ F , A ⊂ F, x /∈ F c =⇒ x ∈ F より x ∈

⋂
{F ∈ F|A ⊂ F}

x ∈
⋂
{F ∈ F|A ⊂ F}とする、O ∈ Oに対し、Oc ∈ F なので A ⊂ Oc =⇒ x ∈ Ocである．し

たがって、A ∩O = ∅ =⇒ A ⊂ Oc =⇒ x ∈ Oc．これの対偶から x ∈ O =⇒ A ∩O 6= ∅
以上，Ai, Aの性質は位相空間にでも成立する
Proposition 2.12. (X,O)を位相空間，A ⊂ X とする
1. Aは開集合 ⇐⇒ A = Ai

2. Aは閉集合 ⇐⇒ A = A

Proof. 1. Aを開集合とすると，Ai =
⋃
{O ∈ O : O ⊂ A}であり，Aも開であるからA ⊂ Ai

がある．また Ai ⊆ Aは常に成立するから，A = Ai

また，A = Aiとすると A ⊂
⋃
{O ∈ O : O ⊂ A}で，Aは開集合である

2. Aを閉集合とすると，A =
⋂

{F ∈ F : A ⊂ F}であり，Aが閉であるから，A ⊃ Aで，
A ⊂ Aは常に成り立つから A = A
一方，A = Aとすると，A ⊃ {F ∈ F : A ⊂ F}であり，最小性より Aも閉集合

Proposition 2.13. （相対位相・位相空間の部分空間） (X,O)を位相空間，∅ 6= A ⊂ X とす
る．OA = {O ∩A|O ∈ O}とすると，OAは Aの位相である．この位相を A上のOに関する相
対位相といい，位相空間 (A,OA)を (X,O)の部分空間という
Proof. 1. ∅, A ∈ Oから ∅, A ∈ ∈OA

2. ∀O1, O2,∈ OA, O1, O2 ⊂ Aで O1 ∩O2 ⊂ Aから O1 ∩O2 ∈ OA

3. ∀Oλ ∈ OA,
⋃
λ∈Λ

Oλ ⊂ Aから ⋃
λ∈Λ

Oλ ∈ OA

2.3 位相空間の近傍系と連続写像
Definition 2.14. （位相空間の近傍）
(X,O)を位相空間，A ⊂ X とする
x ∈ X とすると Aが xの近傍 def⇐⇒ xが Aの内点である（つまり x ∈ Ai）
(X,O)において，xの近傍全体の集合を xの近傍系といい，NX (x)と表す
Proposition 2.15. (X,O)を位相空間，A ⊂ X とする
Aが X の開集合 ⇐⇒ ∀x ∈ A,Aは xの近傍である
Proof. Aが開集合とすると，A ∈ Oで，∃U ⊂ A, s.t.∀x ∈ A,U が xの近傍になれればいいか
ら，A ⊂ Aより，∀x ∈ A,A ⊂ Aから Aが x ∈ Aの近傍になる逆に ∀x ∈ A,Aが近傍になるな
ら，∀x ∈ A, x ∈ Aiで A =

⋃
Aiだから Aも開集合である

Definition 2.16. （位相空間の連続）
(X,OX) , (Y,OY )を位相空間，f : X → Y を写像とする
1. f が x ∈ X で連続 ⇐⇒ ∀A ∈ NY (f (x)) , f−1 (A) ∈ NX (x)

2. f が連続 ⇐⇒ ∀O ∈ OY , f
−1 (O) ∈ OX
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Proposition 2.17. (X,OX) , (Y,OY )を位相空間，FX ,FY をそれぞれの閉集合族とする．こ
のとき，f : X → Y について以下同値
1. f が連続
2. f が任意の点 x ∈ X で連続
3. ∀F ∈ FY , f

−1 (F ) ∈ FX

Proof. (1) ⇐⇒ (2) , (3) ⇐⇒ (1)

1. 定義
2. F ∈ OY とすると O := F cは開であり，f−1 (O)も開であるから f−1 (F ) =

(
f−1 (O)

)cは
閉であるから FX に属す

Proposition 2.18. (X,OX) , (Y,OY ) , (Z,OZ)を位相空間とする
f : X → Y, g : Y → Z が連続のとき，g ◦ f : X → Z も連続
Proof. O ∈ Ozとする．gが連続であるから g−1 (O)は開で，f も連続であるから f−1

(
g−1 (O)

)
も開であるから (g ◦ f)−1 (O)は開集合で書けるので，g ◦ f は連続写像である
Definition 2.19. （同相写像・同相）
(X,OX) , (Y,OY )を位相空間とする

1. f : X → Y が (X,OX)から (Y,OY )への同相写像（位相同型写像）である def⇐⇒ f が全
単射で，f も逆写像 f−1も共に連続である

2. (X,OX)と (Y,OY )が同相（位相同型）である def⇐⇒ (X,OX)から (Y,OY )へ何らかの同
相写像 f : X → Y が存在する

(X,O)と (Y,OY )が同相であることを (X,OX) ∼= (Y,OY )や X ∼= Y で表す
Proposition 2.20. 同相関係 ∼=は位相空間の間の同値関係である
Proof. 1. id : X → X より，X ∼= X

2. X ∼= Y とすると，∃f : X → Y は同相写像であるから f は全単射であるので ∃f−1 : Y →
X も同相写像より Y ∼= X

3. X ∼= Y, Y ∼= Z とすると，∃f : X → Y, ∃g : Y → Z は同相写像であり，f, gは全単射であ
るから ∃g−1 : Z → Y, f−1 : Y → X も同相写像であるので，h−1 := (g ◦ f)−1 と書ける同
相写像が存在し，X ∼= Z になる
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3 コンパクト性とハウスドルフ性
3.1 開基と基本近傍系
Definition 3.1. （位相の大きさ）
O1,O2を集合X の位相とする．O1 ⊂ O2であるとき，O1は O2より小さい（弱い・粗い）で
あるといい，O2は O1より大きい（強い・細かい）位相であるという
Definition 3.2. （生成される位相）
X 6= ∅とし，S ⊂ P (X)とする．S を含む最も小さい位相を S によって生成される位相とい
い，O (S)で表す
Definition 3.3. （準開基）
(X,O)を位相空間とし，S ⊂ Oとする．Oが S によって生成される位相であるとき，S は O
の準開基であるという
Definition 3.4. （開基）
(X,O)を位相空間とし，Bを Oの部分集合とする．Oの任意の開集合 Oに対して O =

⋃
λ∈Λ

Uλ

をみたす {Uλ|λ ∈ Λ} ⊂ Bが存在するとき，Bは Oの開基であるという
開基 Bに対し O = O (B)となるので，開基は Oの準開基でもある

Proposition 3.5. (X,O)を位相空間，B ⊂ Oとすると，以下同値
1. Bが位相 Oの開基である
2. ∀x ∈ O ∈ O, x ∈ B かつ B ⊂ Oをみたす B ∈ Bが存在する

Proof. Bは Oの開基であるから，∀O ∈ O, O =
⋃

B∈B0⊂B
B．よって，∀x ∈ O, x ∈

⋃
B∈B0⊂B

から
条件をみたす B ∈ Bは存在する
逆に，∀x ∈ O ∈ O, x ∈ Bx ⊂ Oをみたす B ∈ Bが存在すると仮定すると，Bx ⊂ O =

⋃
B∈B0⊂B

をみたす B0 ⊂ Bが存在し（xの任意性より），このとき O ∈ Oより B ⊂ Oで，開基となる
Definition 3.6. （基本近傍系）
(X,O)を位相空間とする．x ∈ X の近傍系 N (x)の部分集合 B (x)について，xの任意の近傍
N ∈ N (x)に対して B ⊂ N となるような B ∈ B (x)が存在するとき，B (x)を点 xの基本近傍
系という
Proposition 3.7. (X,O)を位相空間，B を O の開基とすると，x ∈ X を含む B の元の全体
の集合 B (x)とすれば，B (x)は xの基本近傍系である
Proof. ∀x ∈ X,Bλ ∈ Bは xを含むから，Bλ は xに対する近傍であり，Bは開基であるから，
∀N ∈ N (x) , N =

⋃
B∈B

B となり，Bλ ⊂
⋃

B∈B
B ⊂ N から，B (x) =

⋃
Bλ より，B (x)は xの基

本近傍系になる
Proposition 3.8. (X,OX) , (Y,OY )を位相空間とし，SをOY の準開基とする．写像 f : X → Y
が連続であること ⇐⇒ ∀U ∈ S, f−1 (U)が X の開集合である
Proof. ∀U ∈ S ⊂ OY , f は連続であるから f−1 (U) ∈ OX であるので，f−1 (U)は X の開集合
である
逆に ∀U ∈ S ⊂ OY , f

−1 (U) ∈ OX から，連続写像の定義より，f は連続写像
S は準開基であるから，OY の性質は全て成り立つ
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3.2 可算公理と可分性
Definition 3.9. （第一・第二　可算公理）
(X,O)を位相空間とする
1. X の各点が高々可算個の近傍からなる基本近傍系を持つとき，(X,O)は第一可算公理を
みたすという

2. O が高々可算個の開集合からなる開基を持つとき，(X,O) は第二可算公理をみたす
という

Proposition 3.10. 距離空間は第一可算公理をみたす

Proof. N (x) :=

{
N

(
x,

1

n

)
: n ∈ N>0

}
を考えると，n ∈ N から N (x)は高々無限可算個あ

って，∀Un = N

(
x,

1

n

)
∈ N (x) , ∃N

(
x,

1

n+ 1

)
⊂ Unから，N (x)は基本近傍系である．以上，

(X,Od)は第一可算公理をみたす
Proposition 3.11. 第二可算公理をみたす位相空間は第一可算公理をみたす
Proof. Proposition 3.7 より，開基 Bに対して，基本近傍系 B (x)は部分集合であるより，元
の数も高々可算個ある．よって第二可算公理をみたす位相空間は第一可算公理にもみたす
Proposition 3.7 より，逆は成り立たない

Definition 3.12. （稠密）
位相空間 (X,O)の部分集合 Aに対して，A = X をみたすとき，Aは (X,O)の稠密な部分集
合であるという．言い換えれば，∀x ∈ X,xは Aの内点もしくは境界点である
Definition 3.13. （可分）
位相空間 (X,O)が高々可算かつ稠密な部分集合を持つとき，(X,O)は可分な部分位相空間
という
Proposition 3.14. 第二可算公理をみたす位相空間は可分であり，可分な距離空間は第二可
算公理をみたす
Proof. 第二可算公理より，高々可算個の元を持つ開基 Bは {Bn}n∈Nと書け，各 Bnに対して，
xnを取り，集合 {xn : n ∈ N} ⊂ X であるから，この集合の閉包はその自身より，{xn : n ∈ N}
は閉集合．よって第二可算公理をみたす X は可分な位相空間である
逆に，距離空間が可分と仮定すると，高々可算個かつ稠密な部分集合を持つ X に対し，
∀O ∈ Od, ∀xλ ∈ O, ∃ϵxλ

> 0, s.t.O =
⋃
λ∈Λ

N (xλ, ϵλ)から，Λも可算集合．よって，(X,Od)は第
二可算公理もみたす

3.3 積位相と積空間
Definition 3.15. （積位相と積空間）
(X1,O1) , (X2,O2)を位相空間とする．直積X1×X2の部分集合族 B = {U1 × U2|U1 ∈ O1, U2 ∈ O2}
により生成される位相をO1とO2の積位相といい，O1 ×× O2で表し，位相空間 (X1 ×X2,O1 ×× O2)
を，(X1,O1)と (X2,O2)の積空間といい，(X1,O1)× (X2,O2)で表す．Bは O1 ×× O2の開基
であり，可算個の位相空間についても同様に積空間を定義できる
Proposition 3.16. (X1,O1) , (X2,O2)を位相空間とする．p1 : X1 ×X2 → X2, p2 : X1 ×X2 →
X2は射影，つまり (x1, x2) ∈ X1 ×X2に対して，p1 (x1, x2) = x1, p2 (x1, x2) = x2とする
1. i = 1, 2, piは積空間 (X1,O1)× (X2,O2)から (Xi,Oi)への連続写像である
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2. 積位相 O1 ×× O2 は，射影 p1 : X1 ×X2 → X1, p2 : X1 ×X2 → X2 が連続となるような
X1 ×X2上の最小の位相である

Proof. 1. ∀U1 ∈ O1, U2 ∈ O2, U1 × U2 ∈ O1 ×× O2 であるから，U1 × U2 も開集合で，言い
換えれば p−1

1 (U1) , p
−1
2 (U2)は開集合である．連続写像の定義より，p1, p2 は連続写像で

ある
2. B = {U1 × U2 : U1 ∈ O1, U2 ∈ O2}とする．∀O1×O2 ∈ O1 ×× O2, O1×O2 =

⋃
B∈B

Bより，B
はO1 ×× O2の開基である．p−1

1 (U1) = U1×X2 ⊂ X1×X2で p−1
2 (U2) = X1×U2 ⊂ X1×X2

から Bを開基とする積位相 O1 ×× O2は X1 ×X2上最小の位相

Definition 3.17. （開写像）
(X,OX) , (Y,OY )を位相空間とし，f : X → Y を写像とする．「∀U ∈ OX , f (U) ∈ OY」をみた
すとき，f は (X,OX)から (Y,OY )への開写像であるという
Proposition 3.18. (X,OX) , (Y,OY )を位相空間とし，f : X → Y を写像とする．Bが OX の
開基であり，∀U ∈ B, f (U) ∈ OY となるとき，f は (X,OX)から (Y,OY )への開写像である
Proof. B はか OX の開基であるから ∀U ∈ B, U ∈ OX，また B は開基であるより ∀O ∈

OX , O =
⋃

B∈B
B をみたす B0 =

⋃{
B : O =

⋃
B∈B

B

}
⊂ B が存在する．言い換えれば，∀O ∈

OX , f (O) = f (
⋃
B)から，仮定より OY に属す．よって，f は開写像

Proposition 3.19. (X,OX) , (Y,OY )を位相空間とし，(X1,O1) × (X2,O2)を積空間とする．
このとき，i = 1, 2に対して，射影 pi : X1 ×X2 → Xiは開写像である
Proof. ∀O1 ∈ O1, O2 ∈ O2, p1 (O1 ×O2) = O1 ∈ O1, p2 (O1 ×O2) = O2 ∈ O2 から ∀O1 × O2 ∈
O1 ×O2, p1, p2による像はそれぞれ O1,O2の開集合であるから，p1, p2は開写像である

3.4 商写像と商空間
Definition 3.20. （像位相）
(X,OX)を位相空間，Y 6= ∅とする．f : X → Y を写像とすると，O (f) =

{
A ∈ P (Y )

∣∣f−1 (A) ∈ OX

}
は Y の位相であり，この位相 O (f)を，写像 f の像位相という
Proposition 3.21. (X,OX) , (Y,OY )を位相空間とし，f : X → Y を写像とする．OY = O (f)
のとき，f は (X,OX)から (Y,OY )の連続写像である
Proof. OY = O (f) =

{
A ∈ P (Y ) : f−1 (A) ∈ OX

}から，言い換えれば ∀O ∈ OY , f
−1 (O) ∈

OX．連続写像の定義より，f は連続である
Proposition 3.22. (X,OX) , (Y,OY )を位相空間とし，f : X → Y を全射とする．f が (X,OX)
から (Y,OY )の連続写像であり，かつ開写像であるならば OY = O (f)である
Proof. f は連続写像かつ開写像であるから ∀U ∈ OX , f (U) ∈ OY．f が全射であるから
∀V ∈ OY , ∃U ∈ OX , s.t.f−1 (V ) ⊂ U ∈ OX．よって，像位相の定義より O (f) = OY

Proposition 3.23. (X1,O1) , (X2,O2) , (X3,O3)を位相空間とし，f : X1 → X2, g : X2 → X3

を写像とする．O2 = O (f)であり，合成写像 g ◦ f が (X1,O1)から (X3,O3)への連続写像な
ら，gは (X2,O2)から (X3,O3)への連続写像である
Proof. O2 = O (f) =

{
V ∈ P (X2) : f

−1 (V ) ∈ O1

} で g ◦ f は連続であるから ∀W ∈ O3，
(g ◦ f)−1 (W ) = f−1

(
g−1 (W )

)
∈ O1 より，g−1 (W ) ∈ O (f) = O2 から，連続写像の定義より，

gは連続である
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Definition 3.24. （同値類・商集合・商写像）
X に同値関係 ∼が与えられたとき，x ∈ X に対して，X の部分集合 C (x) = {y ∈ X|x ∼ y}
を xの同値類という．同値類全体の集合を X の同値関係 ∼による商集合といい，X/ ∼と書
く．つまり X/ ∼= {C (x)|x ∈ X}．∀x ∈ X に商集合 X/ ∼の元 C (x)を対応させる，X から
X/ ∼への自然な射影 p : X → X/ ∼を集合 X の同値関係 ∼による商写像という
Definition 3.25. (X,O)を位相空間，∼を X の同値関係とする．また p : X → X/ ∼を同値
関係 ∼による商写像とし，O (p)を pによる Oの像位相とする
このとき，O (p)を X/ ∼上の商位相といい，(X/ ∼,O (p))を同値関係 ∼による (X,O)の商
空間という
Proposition 3.26. X,Y 6= ∅, f : X → Y を写像とする．X における同値関係を

x ∼ y in X ⇐⇒ f (x) = f (y) in Y

と定め，p : X → X/ ∼を同値関係 ∼による商写像とする
1. f = f̃ ◦ pをみたす写像 f̃ : X/ ∼→ Y が一意的に存在する
2. f : X → Y が全射ならば f̃ : X/ ∼→ Y は全単射である
3. (X,OX) , (Y,OY )を位相空間，f : X → Y を全射とする．f が (X,OX)から (Y,OY )へ
の連続写像であり，かつ開写像であるならば，f̃ は商空間 (X/ ∼,O (p))から位相空間
(Y,OY )への同相写像である

Proof. 1. f : X/ ∼→ Y, p (x) 7→ f (x)であり，p (x) = p (y)とすると，C (x) = C (y)である
から x ∼ y，∼の定義より f (x) = f (y)から，Well‑definedである．また f = g̃◦pをみた
す g̃ : X/ ∼→ Y も存在すると仮定すると，̃g (p (x)) = f (x) = f̃ (p (x))で，well‑defined
より g̃ = f̃．よって f̃ は一意的に存在する

2. f は全射とすると，∀y′ ∈ Y, ∃y ∈ X, s.t.f (y) = y′．また f = f̃ ◦ pから，f̃ (p (y)) = y′，よ
って，∀y′ ∈ Y, ∃y0 ∈ X/ ∼, s.t.f̃ (y0) = y′だから，f̃ は全射である．
また，f̃ (p (x)) = f̃ (p (y))とすると，f (x) = f (y) =⇒ x ∼ yから，x ∼ yで，p (x) = p (y)．
よって，f̃ は単射である
以上より，f̃ は全単射である

3. Proposition 3.22 より，O (f) = OY．１と２の証明より，全単射 f̃ : X/ ∼→ Y は一意
的に存在し，p = f̃−1 ◦ f で，pと f が共に連続であるから，Proposition 3.23 より，f̃−1

も連続である．以上，f̃ は同相写像である

3.5 ハウスドルフの分離公理
Definition 3.27. （ハウスドルフの分離公理・ハウスドルフ空間） (X,O)を位相空間とする．
以下の条件 (T2)をハウスドルフの分離公理という

X での任意の異なる２点 x, yに対して，∃U, V ∈ O, s.t.x ∈ U, y ∈ V, U ∩ V = ∅

ハウスドルフの分離公理をみたす位相空間をハウスドルフ空間という
Proposition 3.28. 任意の距離空間 (X, d)に対し，距離位相空間 (X,Od)はハウスドルフ空
間である

Proof. ∀x, y ∈ X, d (x, y) = ϵ0 をみたす x, y に対して，N

(
x,

1

3
ϵ0

)
∩ N

(
y,

1

3
ϵ0

)
= ∅ から，

(X, d)はハウスドルフ空間である
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Proposition 3.29. 位相空間 (X,O)がハウスドルフ空間であるとき，∀x ∈ X，一点集合 {x}
は X の閉集合である
Proof. y ∈ X\ {x}を任意に取り，X はハウスドルフ空間であるから，∃x ∈ Ux ∈ O, y ∈ Uy ∈
O, s.t.Ux ∩Uy = ∅であるから yの任意性より，X\ {x} =

⋃
x ̸=y

Uy である．よって，X\ {x}は開
集合で，{x}は閉集合である
Proposition 3.30. ハウスドルフ空間の部分空間はハウスドルフ空間である
Proof. X をハウスドルフ空間とし，X ′ ⊂ X とする．X がハウスドルフであるから，∀x, y ∈
X, ∃U, V ∈ O, s.t.x ∈ U, y ∈ V, U ∩ V 6= ∅．ここで X ′ ⊂ X,O′ ⊂ O であるから，∀x′, y′ ∈
X ′, Ux′ , Uy′ ∈ O′, Ux′ ∩ Uy′ = ∅をみたす Ux′ , Uy′ が存在する．よって (X ′,O′)もハウスドルフ
空間である
Proposition 3.31. 位相空間 (X,O)がハウスドルフ空間であるための条件 (T2)は次の条件
(T2)′を同値である

∀x ∈ X,xの全ての閉近傍（近傍かつ閉）の共通部分は点 xのみからなる
Proof. 1. T2 が成立すると仮定すると，交わらない Ux, Uy ∈ Oが存在するから，これらの

近傍より小さい近傍は全て閉であり，それらの近傍も交わらないから，共通部分は中心
となる x, yしかない，言い換えれば T2’ である

2. T2’ が存在すると仮定すると，全ての x ∈ X の閉近傍の内部も交わらないから，T2
である

3.6 コンパクト性
Definition 3.32. （（有限）被覆・部分被覆・開被覆）
(X,O)を位相空間，Aを X の部分集合とする．
X の部分集合の族 {Uλ}λ∈Λについて，A ⊂

⋃
λ∈Λ

Uλであるとき，{Uλ}λ∈ΛをX における Aの被
覆という．特に Λが有限集合であるとき，有限被覆という．また，Λ′ ⊂ Λで，被覆の部分集
合 {Uλ}λ∈Λ′ も Aの被覆であるとき，{Uλ}λ∈Λ′ を {Uλ}λ∈Λ の部分被覆という．∀λ ∈ Λ, Uλ が
X の開集合であるとき，{Uλ}λ∈Λを X における Aの開被覆という
Definition 3.33. （コンパクト性・コンパクト空間）
(X,O)を位相空間，A ⊂ X とする

Aがコンパクトである def⇐⇒ Aの任意の開被覆が有限な部分被覆を持つ
A ⊂ X がコンパクトであるとき，AはX のコンパクト集合であるという．また，X 自身がコ
ンパクトであるとき，X はコンパクト空間という
Example 3.34. 1. Rはコンパクトでない

Proof. R がコンパクトと仮定すると，任意の開被覆は有限な部分被覆を持つ．∀n ∈

N,
∞⋃
k=1

(−n, n)は開被覆であるが，任意の有限部分集合は
N⋃
k=1

(−n, n) ⊊ Rから，被覆で
はない．よって，コンパクトではない

2. 有限個の点からなる任意の位相空間はコンパクトである

Proof. X = {xn : n ∈ N} ,#X < ∞とすると，P (X)は有限な部分被覆であり，Aの最
小の被覆でもある
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3. 密着空間はコンパクトである

Proof. O = {∅, X} から，X の開被覆 {Uλ}λ∈Λ を考える．{Uλ}λ∈Λ ⊂ O から，∃λ0 ∈

Λ, s, t,X =
λ0⋃
k=1

Uk．このとき，この部分被覆は有限であるから，コンパクトである

4. 離散空間 (X,O)がコンパクトならば，X は有限集合である

Proof. O = P (X)であるから，{{x} : x ∈ X}は X の被覆である．{x1} ∪ · · · ∪ {xn}を
みたす {xk} ∈ {{x} : x ∈ X}が存在するから，X = {x1, · · · , xn}

Proposition 3.35. (X,O)を位相空間，Aを X の部分集合とする
Aが X のコンパクト集合である ⇐⇒ (X,O)の部分空間 (A,OA)がコンパクト空間である
Proof. Aが X のコンパクト集合であるから，任意の開被覆に対して有限な部分被覆が存在
する．OA = {O ∩A : O ∈ O}もコンパクトである．よって (A,OA)は (X,O)の部分空間であ
り，コンパクトである
逆に，(A,OA)がコンパクト空間とすると，OA = {O ∩A : O ∈ O}はコンパクトであり，Oま
たは Aがコンパクトである．Oがコンパクトのとき，X はコンパクト集合であるから，その
部分集合 Aのコンパクトである，Aがコンパクトのときは説明する必要がない
Proposition 3.36. コンパクト空間の閉集合はコンパクトである
Proof. F ⊂ X が閉とし，F の任意の開被覆を ⋃

λ∈Λ
Uλとする．X がコンパクトであるから，開

被覆 ⋃
λ∈Λ

Uλ ∪ (X\F )に対して，有限な部分被覆が存在する．言い換えれば X = Uλ1 ∪ · · · ∪

Uλn ∪ (X\F )である．両辺共に F との共通部分とをとると F = (Uλ1 ∪ · · · ∪ Uλn)∩F =
n⋃

k=1

Uk．
よって，この閉集合も有限な部分被覆を持つから，コンパクトである
Proposition 3.37. (X,OX)を (Y,OY )を位相空間，f : X → Y を連続写像とする．このとき，
Aが X のコンパクト集合なら f (A)は Y のコンパクト部分集合である
言い換えらば，コンパクト性は連続写像で伝わる性質である
Proof. {Uλ}λ∈Λ が f (A) ⊂ Y の開被覆とすると f (A) ⊂

⋃
λ∈Λ

Uλ．f は連続であるから
∀f−1 (Uλ) ∈ OX かつ A ⊂ f−1 (f (A)) ⊂

⋃
λ∈Λ

f−1 (Uλ)となる．よって
⋃
λ∈Λ

f−1 (Uλ)は A ⊂ X の

開被覆である．ここで Aはコンパクトであるから，∃N ∈ N, s.t.A ⊂
N⋃
k=1

f−1 (Uk)から，連続写

像の性質より f (A) ⊂
N⋃
k=1

f
(
f−1 (Uk)

)
⊂

N⋃
k=1

Uk．よって，f (A)も有限な部分被覆を持つ．

3.7 コンパクトなハウスドルフ空間
Proposition 3.38. (X,O)をハウスドルフ空間とし，AをX のコンパクト集合とする．この
とき，Aに属さない点 x ∈ X と Aに対して，x ∈ U,A ⊂ V, U ∩ V = ∅をみたす U, V ∈ Oが存
在する

Proof. Aはコンパクト集合であるから ∃Uk ⊂ O, s.t.A ⊂
n⋃

k=1

Uk．よって，V :=
n⋃

k=1

Uk とする．
また，x ∈ X\Aから，x ∈ Uλ ⊂ X\V を考えると ⋂

λ∈Λ
Uλ ∩ V = {x} ∩ V = ∅から U =

⋂
λ∈Λ

Uλ

とすればいい
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Proposition 3.39. (X,O)をハウスドルフ空間とする．AがX のコンパクト集合ならば Aは
X の閉集合である
Proof. Aを開集合とすると X\Aは閉集合であり，Proposition 3.38 より ⋃

λ∈Λ
Uλ は X\Aの

開被覆であるから，A = X\
⋃
λ∈Λ

Uλは閉集合である

Proposition 3.40. (X,OX)をコンパクト空間，(Y,OY )をハウスドルフ空間とし，f : X → Y
を写像とする
1. f が連続写像なら f は閉写像である
2. f が全単射で連続写像ならば f は同相写像である

Proof. 1. X がコンパクト集合であるから，部分閉集合 Aもコンパクトで，f は連続写像
であるから f (A)もコンパクト集合．また Proposition 3.39 より，(Y,OY )はハウスド
ルフ空間であるから f (A)は閉集合である．よって f は閉写像である

2. f−1 も連続であることを示せばいいから，(1)より f は閉写像であり，f−1 : f (X) → X
も連続であるので，f は同相写像である
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4 連結性
Definition 4.1. （連結）
位相空間 (X,O)が連結である def⇐⇒ O ∩F = {∅, X}

Proposition 4.2. 位相空間 (X,O)について，以下同値
1. (X,O)が連結ではない
2. X の開集合 U, V で U ∪ V = X,U ∩ V = ∅, U 6= ∅, V 6= ∅をみたすものが存在
3. X の閉集合 U, V で U ∪ V = X,U ∩ V = ∅, U 6= ∅, V 6= ∅をみたすものが存在

Proof. (X,O)は連結でない ⇐⇒ O ∩F 6= {∅, X} ⇐⇒ ∃U ∈ O ∩ F
⇐⇒ U は開かつ閉である部分集合である ⇐⇒ V = X\U も開かつ閉である集合
V の定義より U ∩ V = ∅, U ∪ V = X であり，{∅, X} 6= {∅, U,X}から，U 6= ∅, V 6= ∅
以上より，2, 3は 1と同値である
Definition 4.3. （連結集合）
位相空間 (X,O)において，X の空でない部分集合 Aが，部分空間として連結な位相空間であ
るとき，Aは連結であるといい，Aは (X,O)の連結集合であるという
言い換えれば，以下の条件をみたす開集合 U, V ∈ O (X)が存在しない
1. (A ∩ U) ∩ (A ∩ V ) = ∅

2. (A ∩ U) ∪ (A ∩ V ) = A

3. A ∩ U 6= ∅

4. A ∩ V 6= ∅

Proposition 4.4. 位相空間 (X,O)と，X の空でない部分集合 Aについて，以下は同値
1. (A,OA)が連結でない
2. X の開集合 U, V で A ⊂ U ∪ V,A∩U ∩ V = ∅, A∩U 6= ∅, A∩ V 6= ∅をみたすものが存在
する

3. X の閉集合 U, V で A ⊂ U ∪ V,A ∩ U ∩ V = ∅, A ∩ U 6= ∅, A ∩ V 6= ∅をみたすものが存
在する

Proof. 相対位相の定義より自明
Proposition 4.5. (X,OX) , (Y,OY )を位相空間，f : X → Y を連続写像とする．Aが (X,OX)
の連結集合 =⇒ f (A)が (Y,OY )の連結集合
Proof. 対偶から考える．f (A)が (Y,OY )の連結集合でないとすると，∃f (U) , f (V ) ∈ OY , s.t.

1. (f (A) ∩ f (U)) ∩ (f (A) ∩ f (V )) = ∅

2. (f (A) ∩ f (U)) ∪ (f (A) ∩ f (V )) = f (A)

3. f (A) ∩ f (U) 6= ∅

4. f (A) ∩ f (V ) 6= ∅

f は連続写像であるから，U, V に対して
1. (A ∩ U) ∩ (A ∩ V ) = ∅
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2. (A ∩ U) ∪ (A ∩ V ) = A

3. A ∩ U 6= ∅

4. A ∩ V 6= ∅

をみたすものが存在するから，Aは (X,OX)の連結集合ではない
Proposition 4.6. (X,O)を位相空間，X の空でない部分集合 A,B について，Aが連結集合
で A ⊂ B ⊂ Aが成り立つならば，B も連結集合である
Proof. Bが連続集合でないと仮定すると，U, V ∈ Oに対して，以下の条件をみたすものが存
在する
1. (B ∩ U) ∩ (B ∩ V ) = ∅

2. (B ∩ U) ∪ (B ∩ V ) = B

3. B ∩ U 6= ∅

4. B ∩ V 6= ∅

A ⊂ B であるから
1. (A ∩ U) ∩ (A ∩ V ) = ∅

2. (A ∩ U) ∪ (A ∩ V ) = A

3. A ∩ U 6= ∅

4. A ∩ V 6= ∅

Aは連続集合ではない，条件と矛盾する
Proposition 4.7. (X,O)を位相空間とし，{Aλ}λ∈Λを (X,O)の連結な部分集合族とする
∀λ, µ ∈ Λ, Aλ ∩Aµ 6= ∅ =⇒

⋃
λ∈Λ

Aλは連結集合

Proof. A :=
⋃
λ∈Λ

Aλは連結集合でないとすると

1. (A ∩ U) ∩ (A ∩ V ) = ∅

2. (A ∩ U) ∪ (A ∩ V ) = A

3. A ∩ U 6= ∅

4. A ∩ V 6= ∅

をみたす U, V ∈ Oが存在する．(1)より，∀λ, µ ∈ Λ, Aλ ∩Aµ = ∅
これは条件の Aλ ∩Aµ 6= ∅と矛盾するから，U は連結集合
Definition 4.8. （連結成分）位相空間 (X,O)の 2点 x, yに対し，x, y両方を含むような X
の連結部分集合 Aが存在するとき，x ∼ yとすれば，∼は X 上の同値関係である．X 上の同
値関係 ∼による同値類を位相空間 X の連結成分という
Proposition 4.9. 位相空間 (X,O)の点 xを含む連結成分を Cxと表す
1. Cxは xを含む X の最大の連結集合である
2. Cxは閉集合である
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Proof. 1. Cx は X の連結集合であることは定義より得られるから，以下は最大性だけ示
す．Bx も xを含む X の連結集合とすると，Bx ⊆ Cx を証明すればいい．∀y ∈ Bx, x, y
が共に Bxに属しているので，y ∼ xであり，Cx := {z ∈ X : z ∼ x}の定義より，y ∈ Cx

である．よって，Bx ⊆ Cx

2.
Lemma 4.10. A ⊂ X が連結集合であれば，Aも連結集合である

Proof. Aが連結でないと仮定すると，∃U, V ⊂ X, s.t.A = U ∪ V, U ∩ V = ∅で．A ⊆ A
より，A = (A ∩ U) ∪ (A ∩ V )である．A ∩ U = ∅とすると，A ⊆ V で，V が開集合であ
るので，A ⊆ V ⊆ V であることが矛盾する．よって，A ∩U 6= ∅．同様に，A ∩ V 6= ∅も
あるから，Aが連結集合であることと矛盾する．よって，Aは連結集合である

補題より，Cx も連結集合であるが，(1) より，Cx が最大の連結集合であることから，
Cx ⊆ Cx．閉包の性質より，Cx ⊆ Cxがあるから，以上，Cx = Cxで，閉集合である

Definition 4.11. （完全不連結）どの連結成分もただ 1点からなる位相空間を完全不連結で
あるという
Proposition 4.12. 連結な位相空間 (Xi,Oi) , (i = 1, 2, · · · , n)の積空間 (X1,O1)× (X2,O2)×
· · · × (Xn,On)は連結である
Proof. 帰納法から考える
n = 2では，連結な位相空間 (X1,O1) , (X2,O2)の積空間 (X1 ×X2,O1 ×× O2)では，Ax1 :=
{x1}×X2 ⊂ X1×X2で，X2は連結であるから，Ax1 も連結である．同様に，Ax2 := X1×{x2} ⊂
X1 ×X2も連結である．x1 ∈ X1, x2 ∈ X2が任意に取ったから，X1 ×X2も連結である
n = kのときも連結であると仮定すると，n = k + 1では
Ax1

(k) :=
{
x1

(k)
}
×Xk+1 とし，Xk+1 は連結であるから，Ax1

(k) も連結である．また，Ax2 :=
k∏

n=1

Xn × {x2}とすると，帰納法の仮定より，
k∏

n=1

Xn は連結であるから，Ax2 も連結である．

x1 ∈
k∏

n=1

Xn, x2 ∈ Xk+1が任意に取ったから，
k+1∏
n=1

Xnも連結である

Problem 4.13. 1. 通常の位相に関して，実数全体の集合 Rは連結であることを示せ
2. 通常の位相に関して，Rの任意の開区間 (a, b)，閉区間 [a, b]
また (a, b] , [a, b) , (a,∞) , [a,∞) , (−∞, b) , (∞, b] などの区間はすべて連結であること
を示せ

Proof. ここで，Od = {A ∈ P (X) : ∀a ∈ A, ∃ϵ > 0, s.t.N (a, ϵ) ⊂ A}

1. Rが連結でないと仮定すると，∃U, V ∈ O (R) , s.t.

(a) R ∩ U ∩ V = ∅
(b) (R ∩ U) ∪ (R ∩ V ) = R
(c) R ∩ U 6= ∅
(d) R ∩ V 6= ∅

で，(a)(b) より，U ∩ V = ∅, U ∪ V = Rであるが，U := {x ∈ R : x < a}と仮定すると，
a = supU で，U ∪ V = R より，a ∈ U または a ∈ V となる．U, V は開集合なので，
U 63 supU = a = infV /∈ V である．よって，a ∈ Rであるが，a /∈ U かつ a /∈ V である．
U ∪ V = Rと矛盾する．以上，Rは連結である
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2. (a,∞) , [a,∞) , (−∞, b) , (∞, b]は (a, b) , [a, b] , (a, b] , [a, b)の系なので
(a, b) , [a, b] , (a, b] , [a, b)だけ示せばいい
X を (a, b) , [a, b] , (a, b] , [a, b)のどれか一つの区間とし，X が連結でないとすると，空でな
い互いに交わらない開かつ閉部分集合 A,B が存在して，X = A ∪B, a ∈ A, b ∈ B, a < b
とする．α := sup {y ∈ R : [a, y) ⊂ A}とおくと，α ≤ bで α ∈ X．よって，α ∈ A = A．
これは Aが開集合であることと矛盾するので，X は連結である

4.1 弧状連結性
Definition 4.14. （弧・始点・終点）
(X,O) を位相空間とする．通常の位相が入った閉区間 [0, 1] から (X,O) への連続写像 f :
[0, 1] → X を，位相空間 (X,O)における弧といい，f (0)を始点，f (1)を終点という
このとき，2点 f (0)と f (1)は (X,O)における弧 f によって結ぶことができるという
Definition 4.15. （弧状連結）
位相空間 (X,O)は，任意の 2点を弧によって結ぶことができるとき，弧状連結であるという
弧によって結ぶことができるという関係は，X 上の同値関係である．この同値関係による同
値類を，位相空間 (X,O)の弧状連結成分という
Definition 4.16. （弧状連結な集合）
位相空間 (X,O)の部分集合 Aが，部分空間 (A,OA)として弧状連結であるとき，Aは (X,O)
において弧状連結な集合であるという
つまり，Aが弧状連結であるとは，Aの任意の 2点 a, b ∈ Aに対し，連続写像 f : [0, 1] → X
で f (0) = a, f (1) = b, f ([0, 1]) ⊂ Aをみたすものが存在すること
Example 4.17. ユークリッド空間 Rnは弧状連結である
Proof. ∀x = (x1, x2, · · · , xn) ,y = (y1, y2, · · · , yn) ∈ Rn

γ (t) = (1− t)x+ ty (16)
= ((1− t)x1 + ty1, (1− t)x2 + ty2, · · · , (1− t)xn + tyn) (17)

と設定すればいい
Proposition 4.18. 弧状連結な位相空間は連結である
Proof. (X,O)が弧状連結であるが，連結でないと仮定すると，∃∅ 6= U, V ⊂ X, s.t.U ∩ V =
∅, X = U ∪V となる．U, V 6= ∅であるから，x ∈ U, y ∈ V をとり，弧状連結より ∃γ : [0, 1] → X
で，γ (0) = x, γ (1) = y, γ ([0, 1]) ⊂ X である．すると γ の連続性より，γ−1 (U)と γ−1 (V )は
[0, 1]は [0, 1]の開集合で，X = U ∪ V より [0, 1] = γ−1 (U) ∪ γ−1 (V )であり，U ∩ V = ∅より
γ−1 (U) ∩ γ−1 (V ) = ∅である．さらに，0 ∈ γ−1 (U) , 1 ∈ γ−1 (V )であるから，[0, 1]は連結で
ないが，[0, 1] ⊂ Rは連結であるので，矛盾．よって，弧状連結な位相空間は連結である
Proposition 4.19. (X,OX) , (Y,OY ) を位相空間とし，f : X → Y を連続写像とする．こ
のとき

X が弧状連結 =⇒ f (X)が弧状連結
Proof. f の定義より，∀x, y ∈ X, ∃a, b ∈ f (X) , s.t.f (x) = a, f (y) = bであり，X が弧状連結
であるから，∃γ : [0, 1] → X, s.t.γ (0) = x, γ (1) = yで，f, γ がともに連続であるから，f ◦ γ も
連続である．また，(f ◦ γ) (0) = a, (f ◦ γ) (1) = bであり，(f ◦ γ) ([0, 1]) ⊂ f (X)であるから，
f ◦ γ は f (X)における弧である．よって，f (X)は弧状連結である
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5 分離公理
Definition 5.1. （第一分離公理・Fréchet 公理・T1空間）
次の条件を第一分離公理または Fréchet 公理といい，これをみたす位相空間 (X,O)を T1 空
間という

x 6= yとなる ∀x, y ∈ X に対し，x ∈ O, y /∈ Oとなる O ∈ Oが存在する
Proposition 5.2. 位相空間 (X,O)が T1空間である ⇐⇒ ∀x ∈ X, {x}は閉集合である
Proof. =⇒
(X,O) が T1 空間とすると，任意の x ∈ X に対して，∀y ∈ X\ {x} , y 6= x であり，T1 空間
の定義より，y ∈ Oy かつ x /∈ Oy となる開集合 Oy が存在する．すると，y の任意性より，
X\ {x} =

⋃
y∈X\{x}

Oy であるから，X\ {x}が開集合である．よって，{x}は閉集合である
⇐=
∀x ∈ X, {x} が閉集合と仮定すると，y 6= x となる y を取り，{y} も閉集合である．すると，
X\ {y}が開集合であるから，x ∈ X\ {y}であり，y /∈ X\ {y}である．よって，X\ {y}は第一
分離公理をみたす開集合であり，(X,O)が T1空間である
Example 5.3. 有限集合上で，第一分離公理をみたす位相は離散位相に限る
Proof. X を有限集合とし，(X,O)を T1空間とすると，∀x ∈ X, {x}が閉集合である．X が有
限集合であるから，∀x ∈ X,X\ {x} =

⋃
y∈X\{x}

{y}の両辺はともに有限である．また，左側は
有限個の閉集合の和であるから，X\ {x}の補集合 X\ (X\ {x}) = {x}は開集合である．よっ
て，∀x ∈ X, {x}は開かつ閉な集合である．すると，∀A ⊂ X,A =

⋃
x∈A

{x}で書けるから，Aも
開集合であり，O = P (X)となる．
Definition 5.4. （第二分離公理・Hausdorff 公理・T2空間）
次の条件を第二分離公理またはHausdorff公理といい，これをみたす位相空間 (X,O)をハウ
スドルフ空間という

x 6= yとなる ∀x, y ∈ X,x ∈ Ox, y ∈ Oy, Ox ∩Oy = ∅となる Ox, Oy ∈ O

Example 5.5. X を，二つ以上の元を持つ集合とする．離散空間 (X,P (X))はハウスドルフ
空間であり，密着空間 (X, {∅, X})はハウスドルフ空間でない
Proof. • x 6= yを取り，離散位相では {x} , {y}はともに開集合で，x ∈ {x} , y ∈ {y} , {x}∩

{y} = ∅であるから，定義より，Hausdorff 空間である
• (X, {∅, X})での開集合は ∅とX だけであるから，x 6= yをとると，xを含む開集合はX
だけであり，yを含む開集合もX だけであるから，Ox ∩Oy = ∅となる開集合 Ox, Oy は
存在しない．よって，Hausdorff 空間でない

Example 5.6. 距離空間はハウスドルフ空間である

Proof. (X, d) に対して，x 6= y であるのは d (x, y) > 0 であり，r :=
1

2
d (x, y) とおくと，

B (x, r) := {z ∈ X : d (x, z) < r} , B (y, r) := {z ∈ X : d (y, z) < r}は距離位相で開集合であり，
x ∈ B (x, r) , y ∈ B (y, r)である．また，z ∈ B (x, r) ∩B (y, r)と仮定すると，d (x, z) < rかつ
d (y, z) < rであり，三角不等式より，d (x, y) < d (x, z) + d (y, z) < 2r = d (x, y)から矛盾．よ
って，B (x, r) ∩B (y, r) = ∅である．よって，Haufsdorff 空間である
Proposition 5.7. ハウスドルフ空間の 1点からなる部分集合は閉集合である
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Proof. (X,O) を Hausdorff 空間とし，x ∈ X を任意に固定する．Hausdorff 空間の定
義より，∀y ∈ X\ {x} , Oy 3 y,Ox 3 x,Ox ∩ Oy = ∅ となる Ox, Oy は存在する．すると，
X\ {x} =

⋃
y∈X\{x}

Oy であるから，X\ {x}は開集合であり，{x}は閉集合である

Definition 5.8. （第三分離公理・ヴィエトリスの分離公理・正則空間）
次の条件を第三分離公理またはヴィエトリスの分離公理といい，第一分離公理と第三分離公
理をみたす位相空間 (X,O)を正規空間という

任意の閉集合 A ⊂ X と，任意の点 x ∈ X\Aに対して
x ∈ Ox, A ⊂ OA, Ox ∩OA = ∅となる Ox, OA ∈ Oが存在する

Remark 5.9. 開集合 Ox, OAが点 xと閉集合 Aを分離する
Definition 5.10. （第四分離公理・ティーツェ分離公理・正規空間）
次の条件を第四分離公理またはティーツェ分離公理といい，第一分離公理と第四分離公理を
みたす位相空間 (X,O)を正規空間という

A ∩B = ∅となる任意の閉集合 A,B ⊂ X に対して
A ⊂ OA, B ⊂ OB, OA ∩OB = ∅となる OA, OB ∈ Oが存在する

Remark 5.11. 開集合 OA, OB が閉集合 A,B を分離する
Proposition 5.12. 位相空間 (X,O)について，以下成立

正規空間 =⇒正則空間 =⇒ハウスドルフ空間 =⇒ T1空間
Proof. 位相空間 (X,O)に対して
• 正規空間 =⇒正則空間
(X,O)を正規空間とする．A ⊂ Xと x ∈ X\Aを任意に取り．T1がみたしているので，{x}
は閉集合である．A∩ {x} = ∅であるから，T4より，∃OA, Ox ∈ O, s.t.A ⊂ OA, {x} ⊂ Ox

かつ OA ∩Ox = ∅．よって，(X,O)は正則空間である
• 正則空間 =⇒ハウスドルフ空間
T4 =⇒ T3 と同様に，y 6= x となる y の一点集合 {x} , {y} を任意に取り，T3 より，
∃Ox, Oy ∈ O, s.t.x ∈ Ox, y ∈ Oy で Ox ∩Oy = ∅であるから，(X,O)はハウスドルフ空間
である
• ハウスドルフ空間 =⇒ T1空間
(X,O)をハウスドルフ空間とすると，x 6= yとなる ∀x, y ∈ Xは x ∈ Ox, y ∈ Oy, Ox∩Oy =
∅となる Ox, Oy ∈ Oが存在するから，Ox ∩Oy −∅より，y /∈ Oxである．よって，(X,O)
は T1空間である

Remark 5.13. 1. 第一分離公理の仮定がなければ，第四分離公理から第三分離公理や，第
三分離公理から第二分離公理は従わないことに注意

2. 位相空間の 1点からなる部分集合が閉集合とは限らないため，第三分離公理や第四分離
公理の条件から第二分離公理や第一分離公理の条件は一般に従わない

Proposition 5.14. 距離空間は正規空間である
Proof. d (x,A) := inf {d (x, a) : a ∈ A}とし，閉集合 A,B ⊂ X に対して，A ∩ B = ∅とする．
∀x ∈ X

U := {x ∈ X : d (x,A) < d (x,B)} (18)
V := {x ∈ X : d (x,B) < d (x,A)} (19)
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であり，直感的には，U は A に近い点全体の集合で，V は B に近い点全体の集合であ
る．d (x, a) ≤ d (x, y) + d (y, a) であるから，d (x,A) ≤ d (x, y) + d (y,A) であり，d (y,A) ≤
d (x, y) + d (x,A)であるより，|d (x,A)− d (y,A)| ≤ d (x, y)となる．よって，d (·, A)は連続写
像である．ϕ (x) := d (x,A) − 1

2
d (x,B) , ϕ′ (x) := d (x,B) − 1

2
d (x,A) を考えると，d (·, A) と

d (·, B)はともに連続であるから，ϕ, ϕ′も連続写像である．すると，U := {x ∈ X : ϕ (x) < 0} =
ϕ−1 ((−∞, 0)) , V := {x ∈ X : ϕ′ (x) < 0} = ϕ′−1 ((−∞, 0))より，U, V は開集合であり，定義か

ら A ⊂ U,B ⊂ V である．また，x ∈ U ∩ V と仮定すると，


d (x,A) <

1

2
d (x,B)

d (x,B) <
1

2
d (x,A)

をみたし，

d (x,A) <
1

2
d (x,B) <

1

4
d (x,A)となるから，矛盾．よって，U ∩ V = ∅である．以上より，距

離空間は正規空間である
Proposition 5.15. 位相空間 (X,O)について，以下の条件は同値である
1. (X,O)は第四分離公理をみたす
2. 閉集合 F と開集合 Oについて，F ⊂ Oならば，F ⊂ U かつ U ⊂ Oとなる開集合 U ∈ O
が存在する

Proof. • (X,O)を第四分離公理をみたすとする．閉集合 F,X\Oに対して，F ⊂ Oより，
F ∩ (X\O) = ∅であり，第四分離公理の定義より，∃OF , OX\O ∈ O, s.t.F ⊂ OF , X\O ⊂
OX\O かつ OF ∩OX\O = ∅である．また，OF ∩OX\O = ∅より，OF ⊂ X\OX\O であり，
X\OX\O が閉集合であるから，OF ⊂ X\OX\O である．よって，(2) は成立する
• 閉集合 F と開集合 Oに対して，F ⊂ Oならば，∃U ∈ O, s.t.F ⊂ U かつ F ⊂ Oとする．
A ∩B = ∅をみたす閉集合 A,B を任意にとると，X\B は開集合であり，A ⊂ (X\B)よ
り，∃U ∈ O, s.t.A ⊂ U かつ U ⊂ X\Bである．さらに U ∩B = ∅である．同様に，V ∈ O
もとれ，V ∩A = ∅．よって，T4が成立する

Problem 5.16. 1. 位相空間 (X,O)について，以下の条件は同値である
(a) (X,O)は第三分離公理をみたす
(b) ∀x ∈ X,xの閉近傍全体の集合は xの基本近傍系になる

2. コンパクトなハウスドルフ空間は正規空間である
3. 第二可算公理をみたす正則空間は正規空間である

Proof. 位相空間を (X,O)とする
1. • =⇒

(X,O)は第三分離公理をみたすとする．W 3 xを xの開近傍とする．F := X\W と
すると，W が開集合であることより，F は閉集合である．また，x /∈ F．第三分離公
理の定義より，∃U, V ∈ O, s.t.U ∩ V = ∅かつ x ∈ U,F ⊂ V であり，U ∩ V = ∅より，
U ⊂ X\V である．すると，U ⊂ X\V であり，V は開集合であるから，X\V = X\V
となる．よって，F ⊂ V より，X\V ⊂ X\F = W から，x ∈ U ⊂ U ⊂ W．よって，
N := U とすれば，N は xの閉近傍であり，W の任意性より，閉近傍 N が存在す
るので，閉近傍全体の集合は xの基本近傍系になる
• ⇐=
x /∈ F をみたす閉集合 F と点 x ∈ X を任意にとる．W := X\F とし，F は閉集合
であるから，x ∈ W であり，仮定より，閉集合 N 3 xが存在し，x ∈ N ⊂ W をみ
たす．すると，定義より，∃U, s.t.x ∈ U ⊂ N．また，V := X\N とすると，N は閉
集合であるから，V が開集合である．N ⊂ W = X\F より，F ⊂ X\N = V であり，
U ⊂ N より，U ∩ V = ∅．よって，第三分離公理が成立する
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2. (X,O) をコンパクトなハウスドルフ空間とする．x ∈ X と閉集合 B ⊂ X を任意に
取り，∀y ∈ B,X が Hausdorff 空間であるから，∃Uy, Vy ∈ O, s.t.x ∈ Uy, y ∈ Vy で
あり，y の任意性より，{Vy : y ∈ B} は B の開被覆である．B はコンパクトであるか
ら，開被覆 {Vy1 , Vy2 , · · · , Vyn}は有限である．V :=

n⋃
i=1

Vyi とし，U :=
n⋂

i=1
Uyi とすれば，

U ∩ V = ∅から，T3 が成立し，xと閉集合 B は分離される．∀x ∈ A, T3 より，∃Ux 3 x
と Vx ⊃ B, s.t.Ux ∩ Vx = ∅．すると，{Ux : x ∈ A}は Aの開被覆であり，X はコンパク
トであるから，開被覆 {Ux1 , Ux2 , · · · , Uxm}は有限である．U ′ :=

m⋃
j=1

Uxj , V
′ :=

m⋂
j=1

Vxj と
すれば，U ′ ∩ V ′ = ∅である．よって，T4が成立する．なお，Hausdorff 空間は T1空間
であるから，(X,O)は正規空間である

3. (X,O)を第二可算公理をみたす正則空間とする．X は第二可算公理をみたすから，開基
B := {B1, B2, B3, · · · }は高々可算個である．すると，(X,O)の任意の開集合は Oの元の
可算和で表せる．閉集合 A,Bに対して，∀x ∈ A,A∩B = ∅から，x /∈ Bで，Bが閉集合
とX が正則空間であることより，∃Wx 3 x, s.t.Wx ∩B = ∅（T3の定義より）．また，Bの
定義より，∃Bk ∈ B, s.t.x ∈ Bk ⊂ Wx．Bk ⊂ Wxより，Bk ⊂ Wxとなり，Bk ∩B = ∅と
なる．ここで，I :=

{
n ∈ N : Bn ∩A = ∅, Bn ∩B = ∅

}とし，A ⊂
∞⋃
n=1

Unとする．同様に，

B ⊂
∞⋃
n=1

Vnとすると，∀n ∈ N, Un∩B = Vn∩A = ∅．なお，U ′
n := Un\

n⋃
i=1

Vi, V
′
n := Vn\

n⋃
i=1

Ui

とおき，U :=
∞⋃
n=1

U ′
n, V :=

∞⋃
n=1

V ′
nとおくと，U, V は開集合の和であるから開集合であり，

∀x ∈ A, {Un}は Aの被覆であるから，x ∈ Uk かつ x /∈ Vi, ∀iである，よって，x ∈ U で，
A ⊂ U である．同様に B ⊂ V である．x ∈ U ∩V と仮定すると，∃m,n ∈ N, s.t.x ∈ U ′

nか
つ x ∈ V ′

m．n ≤ mとすると，V ′
m = Vm\

(
U1 ∪ · · · ∪ Un ∪ · · · ∪ Um

)となるから，x /∈ Un

であるが x ∈ U ′
n ⊂ Un ⊂ Unとなる，矛盾．よって，U ∩ V = ∅．以上，正規空間となる
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6 ウリゾーン距離化定理
Theorem 6.1. （ウリゾーンの補題）
(X,O)を第四分離公理をみたす位相空間とし，A,Bを空でないX の閉集合で共通部分をもた
ないものとする．このとき，(X,O)上の実連続関数 f : X → Rで

f (X) ⊂ [0, 1] f (A) = 0 f (B) = 1

をみたすものが存在する
Proof. (X,O)が第四分離公理をみたすので，閉集合 F と開集合 Oに対して，F ⊂ Oならば，
F ⊂ U かつ= U ⊂ OとなるU ∈ Oが存在する．∀x ∈ X, f (x) := inf

{
r ∈ [0, 1] : x ∈ Ur, r =

k

2n

}
とすると，x ∈ Aであるとき，∀r, x ∈ Urで f (x) = 1，x ∈ Bの場合だと，x ∈ Ur>1から，定義よ
り f (x) = 1．Dを [0, 1]の間に二進有理数からなる集合とすると，∀f (x) < a, ∃r < a, s.t.x ∈ U
から，f−1 ((−∞, a)) =

⋃
r<a
r∈D

Ur であるから，開集合であり，f (x) > aのときも同様に考えると，

f−1 ((a,+∞)) =
⋃
r>a
r∈D

(
X\Ur

)から，f−1 ((a,+∞))も開集合である．よって，f は連続である

位相空間 (X,O)に対して，O = Od となるような X 上の距離関数 dが存在するとき，位
相空間 (X,O)は距離化可能であるという．だたし，Odは dによって定まる距離位相とする
Theorem 6.2. 第二可算公理をみたす正規空間 (X,O)は距離化可能である
Proof. (X,O)は第二可算であるから，B = {B1, B2, · · · }は高々可算個であり，Bm ⊂ Bn を
みたす (Bm, Bn)を考えると，X は正規空間であるから，Urysohn の補題より，∀ (Bm, Bn)，
連続関数 fm,n : X → [0, 1]が存在し，x ∈ Bm, fm,n (x) = 0 で，x ∈ X\Bn, fm,n (x) = 1．こ
こで，B は可算であるから，対 (Bm, Bn)も可算である．それらの対を g1, g2, · · · と書き換え，
F : X → [0, 1]N と定義し，∀x ∈ X,F (x) :=

(
g1 (x) ,

1

2
g2 (x) ,

1

3
g3 (x) , · · · ,

1

k
gk (x) , · · ·

)
と定

義すると，d (x, y) :=
∑ 1

2
|xi − yi|より，[0, 1]Nは距離空間であるから，f が埋め込みである

ことを示せば，X は距離空間になれる（距離化可能）．Urysohn の補題より，F は連続であ
り，正則空間よりHausdorff 空間であるから，F は明らかに単射である．また，{gk}はすべ
て構成できる開基の対の族だから，F は X での開集合を F (X)の開集合に写す．よって，F
は開集合である．よって，F は埋め込みであり，(X,O)は距離化可能である
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7 有限交叉性とチコノフの定理
Definition 7.1. （有限交叉性）
集合 X の部分集合族 {Aλ}λ∈Λ から取り出した部分集合 Aλ1 , · · · , Aλn (n ∈ N)について，常
に Aλ1 ∩ · · · ∩ Aλn 6= ∅であるとき，{Aλ}λ∈Λは有限交叉性をもつという
Proposition 7.2. 位相空間 (X,O)について，以下の条件は同値である
1. 位相空間 (X,O)はコンパクトである
2. 位相空間 (X,O)の閉集合の族 {Aλ}λ∈Λが有限交叉性をもてば，常に

⋂
λ∈Λ

Aλ 6= ∅である

Proof. 位相空間を (X,O)とする
• =⇒
(X,O) はコンパクトとし，{Aλ}λ∈Λ が有限交叉性とする．

⋂
λ∈Λ

Aλ = ∅ と仮定すると，
X =

⋃
λ∈Λ

(X\Aλ) となり，{X\Aλ}λ∈Λ が開被覆となる．コンパクト性より，有限部分
被覆が存在し，X = (X\Aλ1) ∪ · · · ∪ (X\Aλn)である．すると，両辺に補集合をとると，
∅ = Aλ1 ∩ · · · ∩ Aλn となり，有限交叉性に矛盾する．よって，

⋂
λ∈Λ

Aλ 6= ∅

• ⇐=
X の任意の開被覆 {Ui}i∈I を任意に取り，有限部分被覆が存在しないと仮定する
と，任意有限個の i1, · · · , in に対して，Ui1 ∪ · · · ∪ Uin 6= X．両辺に補集合をとると，
(X\Ui1) ∩ · · · ∩ (X\Uin) 6= ∅ で，閉集合族 {X\Ui}i∈I は有限交叉性をもつ．仮定より，⋂
i∈I

(X\Ui) 6= ∅となるが，LHS = X\
⋃
i∈I

Ui = X\X = ∅から，矛盾．よって，有限部分
被覆が存在し，(X,O)はコンパクトである

Theorem 7.3. （チコノフの定理）
コンパクトな位相空間の直積空間はコンパクトである
Proof. F を有限交叉性をもつ閉集合族とする．Zorn の補題より，∃M ⊃ F , s.t.閉集合族M
も有限交叉性をもつ．また，S ⊂ X に対して，S とMの任意の元との共通部分が空である
とき，S ∈ Mである（そうでないとMの極大性と反する）．∀α ∈ A, πα : X → Xα を考え，
Mα := {πα (M) : M ∈ M}とする．Mは有限交叉性を持つから，αもXαでの有限交叉性をも
つ．Xαはコンパクトであるから，∀α ∈ A, ∃xα ∈ Xα, s.t.xα ∈

⋂
M∈M

πα (M)．x := (xα)α∈Aとし，
Sを xの開基とすると，S = π−1

α (Uα)で，xα ∈ Uα ⊂ Xαである．また，∀M ∈ M, xα ∈ πα (M)
であるから，Uα ∩ πα (M) 6= ∅．すると，∃y ∈ M, s.t.y の α目の成分が Uα に属する．よって，
M ∩ π−1

α (Uα) 6= ∅．M ∈ Mの任意性より，S = π−1
α (Uα)はMのすべての元と共通部分をも

つ．よって，S ∈ Mであり，xの任意の開近傍 V = S1 ∩ S2 ∩ · · · ∩ Sn であるから，V ∈ M．
すると，F ∈ F を任意に取り，F ⊂ Mで，F ∈ Mとなり，V ∈ Mから，有限交叉性より，
V ∩F 6= ∅で，x ∈ F となる．よって，F の任意性より，x ∈

⋂
F∈F

F である．以上より，直積空
間 X はコンパクトである
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8 局所コンパクト性とコンパクト化
Definition 8.1. （局所コンパクト）
(X,O)を位相空間とする．(X,O)の任意の点 xに対して，xのコンパクトな近傍が存在する
とき，(X,O)は局所コンパクトであるという
Example 8.2. 1. コンパクト空間は局所コンパクトである
2. n次元ユークリッド空間 Rnは局所コンパクトである
3. 離散空間は局所コンパクトである

Proof. 1. コンパクト空間 (X,O)の任意の点 x ∈ X に対して，X 自体が xの近傍であり，
コンパクトであるから，局所コンパクトである

2. ∀x ∈ Rn, B (x, 1)は xの開近傍であり，B (x, 1) = {y ∈ Rn : ‖x− y‖ ≤ 1}は有界かつ閉
集合であるから，距離空間ではコンパクトである．よって，B (x, 1)は xのコンパクト
な近傍である．よって，Rnは局所コンパクトである

3. 離散位相では {x}は開集合で，{x}は x自身の近傍であるから，{x}は有限集合なので
コンパクトより，局所コンパクトである

Proposition 8.3. 局所コンパクトなハウスドルフ空間は正則空間である
Proof. (X,O)を局所コンパクトなハウスドルフ空間とし，閉集合 Aと x /∈ Aを任意にとる．
局所コンパクト性より，∀x ∈ X,xのコンパクトな近傍 K が存在する．すると，x ∈ W ⊂ K
で，K はコンパクトである．Aは閉集合であり，K はコンパクトであるから，A ∩K はK の
閉部分集合なので，コンパクトである．また，x /∈ Aなので，x /∈ A ∩K である．(X,O)は
Hausdorff 空間であるから，C := A ∩K とし，U 3 x, V ⊃ (A ∩K)かつ U ∩ V = ∅となる
ものを取れる．さらに，x ∈ W ⊂ K であるから，U ‘ := U ∩W とすると，U ′ は開集合であ
り，x ∈ U ′ である．また，U ′ ⊂ W であるから，W がコンパクトであるから，U ′ もコンパク
トである．K := U ′\U ′とおくと，K は閉集合かつコンパクトであり，x /∈ K である．すると，
G1 ∩G2 = ∅をみたす開集合 G1 3 x,G2 ⊃ K が存在する．よって，V := U ′ ∩G1が存在し，V
は開集合であり，x ∈ U ′ かつ x ∈ G1 より x ∈ V である．ここで，V ⊂ U ′ から V ⊂ U ′ であ
り，V ⊂ G1 より G1 ∩ G2 = ∅から，V ∩ G2 = ∅である．すると，G2 が開集合であるより，
V ∩G2 = ∅である．すると，K ⊂ G2より，V ⊂ U ′である．よって，x ∈ V ⊂ V ⊂ U である．
よって，(X,O)は正則空間である
Theorem 8.4. （アレクサンドロフの定理）
位相空間 (X,O)に対して，X に，X に含まれない 1点 x∞（無限遠点）をつけ加えた集合を
X∗ = X ∪ {x∞}とする．ここで

O∗ = O ∪
{
X∗\K : Kは (X,O)のコンパクトな閉集合}

とすると，次が成り立つ
1. O∗は X∗の位相を定める
2. (X,O)は (X∗,O∗)の部分空間である．（O∗のX における相対位相は，元の位相 Oに一
致する）

3. (X∗,O∗)はコンパクトである
4. (X,O)がコンパクトでなければ，(X,O)は (X∗,O∗)で稠密である
5. (X∗,O∗)がハウスドルフ空間であることと，(X,O)が局所コンパクトなハウスドルフ空
間であることは同値である
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Proof. 位相空間を (X,O)とする
1. • ∅ ∈ X であり，∅ ∈ Oであるから，∅ ∈ O∗である

• X∗ = X∗\∅とかけるから，∅はコンパクトな閉集合であるから，K := ∅とすれば，
X∗ ∈ O∗である
• U1, U2 ∈ O∗とすると
(a) U1, U2 ∈ Oの場合は，明らかに U1 ∩ U2 ∈ O ⊂ O∗である
(b) U1 = X∗\K1, U2 = X∗\K2の場合，K1,K2は (X,O)のコンパクトな閉集合であ
るから，K1∪K2もコンパクトな閉集合であり，U1∩U2 = (X∗\K1)∩(X∗\K2) =
X∗\ (K1 ∪K2)であるから，U1 ∩ U2 ∈ O∗である

(c) U1 ∈ O, U2 = X∗\Kの場合，U1∩U2 = U1∩(X∗\K) = U1∩(X\K)から，U1 ⊂ X
かつK は閉集合であるから，X\K も開集合で，U1 ∩U2もX の開集合である．
よって，U1 ∩ U2 ∈ O ⊂ O∗

• {Uα}を開集合族とする
(a) ∀α, x∞ /∈ Uαなら，

⋃
α Uα ∈ O ⊂ O∗であるから成立

(b) ∃α0, s.t.x∞ ∈ Uα0 とすると，U :=
⋃
α
Uα 3 x∞ で，U = X∗\C と書き換え，

C = X∗\U =
⋂
α
(X∗\Uα)である．すると，U0 := X∗\K0とおくと，C ⊂ K0で，

コンパクトな閉集合である．よって，⋃
α
Uαも O∗の元である

以上より，O∗は X∗の位相を定める
• {U ∩X : U ∈ O∗} = Oを証明すればいい
– ∀U ∈ O∗，もし U ∈ O なら，U ∩ X = U ∈ O であり，U = X∗\K なら，

U ∩X = X\K となり，K は閉集合であるから，X\K は開集合であり，O に
属する．よって，{U ∩X : U ∈ O∗} ⊂ O

– ∀V ∈ O，定義より，V ∈ O∗から，O ⊂ {U ∩X : U ∈ O∗}
• {Uα}をX∗の任意の開被覆とする．すると，∃U∞, s.t.U∞ 3 x∞．定義より，U∞ = X∗\K
であり，K はX のコンパクトな閉集合である．K ⊂ X∗かつK ⊂

⋃
α
Uαから，{Uα}

も K の開被覆である．K がコンパクトであるから，K を被覆する部分被覆を
U1, U2, · · · , Un とすれば，{U∞, U1, U2, · · · , Un}は x∞ と K を被覆する有限な開被
覆である．よって，(X∗,O∗)もコンパクトである
• x∞ ∈ U をみたす開集合 U を任意にとる．定義より，U = X∗\K であり，K はX の
コンパクトな閉集合である．U ∩X = (X∗\K)∩X = X\K となるから，U ∩X = ∅
とすると，X\K = ∅であり，X ⊂ K となるが，K ⊂ X から，X = K になる．す
ると X はコンパクトであるが，仮定に反する．よって，U ∩ X 6= ∅．言い換えれ
ば，x∞の任意の近傍は x ∈ X を含むから，X ⊂ X より，x∞ ∈ X になる．よって，
X = X から，稠密である
• – =⇒

(X∗,O∗)をHausdorff 空間とすると，X ⊂ X∗ よりHausdorff で，x ∈ X を
任意に取り，x 6= x∞は明らかで，X∗はHausdorff 空間であるより，∃U, V ∈
O∗, s.t.x ∈ U かつ x∞ ∈ V となる．x∞ ∈ V から，V = X∗\K であり，U ∩V = ∅
より，U ⊂ K になる．U は開集合かつ U ⊂ K から，(X,O)は局所コンパクト
である

– ⇐=
(X,O)を局所コンパクトなハウスドルフ空間とする
(a) a, b ∈ X の場合，XHausdorff 空間であるから，a ∈ Ua ⊂ X ⊂ X∗, b ∈

Ub ⊂ X ⊂ X∗ となるから，X∗ でも分離できる（言い換えれば，X∗ でも
Hausdorff である）
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(b) a ∈ X, b = x∞ の場合，X は局所コンパクト Hausdorff 空間であるから，
a ∈ Xに対して，∃U ⊂ X, s.t.a ∈ U かつ U はコンパクトである．K = U とす
ると，X がHausdorffであるから，Kは閉集合である．すると，V := X∗\K
とし，K がコンパクトな閉集合であるから，V ∈ O∗となり，x∞ ∈ V であ
る．U ∩ V = U ∩

(
X∗\U

)
= U ∩

(
X\U

)
= ∅から，aと x∞ も分離できる．

よって，(X∗,O∗)はHausdorff 空間である

Remark 8.5. 構成した位相空間 (X∗,O∗)を，(X,O)の一点コンパクト化という
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9 距離空間の完備化
9.1 距離空間の完備性
Definition 9.1. （収束・極限 (点)）
距離空間 (X, d)の点列 (xn)

∞
n=1 について，(xn)

∞
n=1 が x ∈ X に収束する def⇐⇒ ∀ϵ > 0, ∃N ∈

N, s.t.∀n > N, d (xn, x) < ϵ．このとき，lim
n→∞

xn = xと表し，xを点列 (xn)
∞
n=1の極限点もしく

は極限という
Proposition 9.2. 距離空間 (X, d)の点列 (xn)

∞
n=1が収束するとき，収束先はただ一つである

Proof. 収束先は x以外に yにも収束すると仮定すると，∀ϵ > 0, xn → xより，∃N1 ∈ N, s.t.∀n ≥
N1, d (xn, x) <

1

2
ϵであり，yも収束先であるから，∃N2 ∈ N, s.t.∀n ≥ N2, d (xn, y) <

1

2
ϵである．

N =max {N1, N2}とすると，∀n ≥ N に対して，三角不等式より，d (x, y) ≤ d (x, xn)+d (xn, y) <
1

2
ϵ+

1

2
ϵ = ϵである．ϵ > 0は任意であるから，d (x, y) = 0であり，x = yである．よって，収

束先はただ一つである
Definition 9.3. （コーシー列・基本列）
距離空間 (X, d) 内の点列 (xn)

∞
n=1 がコーシー列もしくは基本列である

def⇐⇒ ∀ϵ > 0, ∃N ∈
N, s.t.∀m,n > N, d (xm, xn) < ϵ

Proposition 9.4. 距離空間 (X, d) の点列 (xn)
∞
n=1 が収束するなら，(xn)

∞
n=1 はコーシー列

である

Proof. xn → xとすると，∀ϵ > 0, ∃N ∈ N, s.t.∀n ≥ N, d (xn, x) <
1

2
ϵである．すると，∀m,n ∈

N, d (xm, xn) ≤ d (xm, x) + d (xn, x) <
1

2
ϵ+

1

2
ϵ = ϵから，(xn)

∞
n=1はコーシー列である

Remark 9.5. 一般に，距離空間 (X, d)内のコーシー列収束するとは限らない．例えば，有理
数 Qに対して通常の距離を考える．xn を π の小数第 n桁以下を切り捨てたものとする点列
(xn)

∞
n=1は，以下のようになる

x1 = 3, x2 = 3.1, x3 = 3.14, x4 = 3.141, x5 = 3.1415, · · ·

これはコーシー列であるが，極限てんは πであり，π /∈ Qである
Definition 9.6. （完備距離空間・完備性）
距離空間 (X, d)が完備である def⇐⇒ X 内の任意のコーシー列が X 内に収束先をもつ．このと
き，(X, d)は完備距離空間であるという
Example 9.7. 通常の距離について，有理数全体の集合 Qは完備でなく，実数全体の集合 R
は完備である

9.2 距離空間の完備化
Definition 9.8. （等長写像）
(X, d) , (X ′, d′) を距離空間，f : X → X ′ を写像とする．∀x, y ∈ X に対して，d (x, y) =
d′ (f (x) , f (y))をみたすとき，f は (X, d)から (X ′, d′)への等長写像であるという
Definition 9.9. （完備化）
距離空間 (X, d)に対して，距離空間 (X∗, d∗)と写像 i : X → X∗が存在し
1. (X∗, d∗)が完備である
2. 写像 iは (X, d)から (X∗, d∗)への等長写像である
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3. 像 i (X)が (X∗, d∗)において稠密である
をみたすとき，完備距離空間 (X∗, d∗)と等長写像 iの組 ((X∗, d∗) , i)を距離空間 (X, d)の完備
化という
Proposition 9.10. 任意の距離空間 (X, d)に対して，その完備化 ((X∗, d∗) , i)が存在する
Proof. C (X) =:

{
(xn)n∈N : (xn)は (X, d)のCauchy 列}とすると

∀ (xn) , (yn) ∈ C (X) , (d (xn, yn))を考える
|d (xn, yn)− d (xm, ym)| ≤ d (xm, xn) + d (ym, yn) (20)

であるから，(d (xn, yn))も Cauchy 列である．すると，ρ ((xn) , (yn)) := lim
n→∞

d (xn, yn)とし，
(xn) ∼ (yn)

def⇐⇒ ρ ((xn) , (yn)) = 0とすると，X∗ := C (X) / ∼とかけ，[(xn)]を (xn)の同値
類とする．∀ [(xn)] , [(yn)] ∈ X∗

d∗ ([xn] , (yn)) := ρ ((xn) , (yn)) = lim
n→∞

d (xn, yn) (21)

とおき，(xn) ∼ (x′n) , (yn) ∼ (y′n)とすると，三角不等式より d (x′n, y
′
n) ≤ d (x′n, xn)+d (xn, yn)+

d (yn, y
′
n) であり，d (xn, yn) ≤ d (xn, x

′
n) + d (x′n, y

′
n) + d (y′n, yn) である．両辺に極限をとる

と，d (x′n, xn) → 0, d (y′n, yn) → 0より，lim
n→∞

d (xn, yn) = lim
n→∞

d
(
x′n, y

′
n

)である．よって，well‑
defined である．また，d∗ は明らかに非負かつ対称であり，d∗ = 0は ∼の定義より同一同値
類である．あと，(xn) , (yn) , (zn)に対して

d (xn, zn) ≤ d (xn, yn) + d (yn, zn) (22)
があり，両辺に極限をとると

d∗ ([(xn)] , [(zn)]) ≤ d∗ ([(xn)] , [(yn)]) + d∗ ([(yn)] , [(zn)]) (23)
が成り立つ．以上より，d∗ は距離であり，(X∗, d∗)は距離空間である．写像 i : X → X∗ を
i (x) := [(x, x, x, x, · · · )]と定めると，∀x, y ∈ X, d∗ (i (x) , i (y)) = lim

n→∞
d (x, y) = d (x, y)から，i

は等長写像であり，単射である．α := [(xn)] ∈ X∗を任意に取り，i (xn) ∈ i (X)で
d∗ (i (xn, α)) = d∗ ([(xn, xn, · · · )] , [(xk)]) = lim

k→∞
d (xn, xk) (24)

で，(xk)はCauchy列より，nを固定すると，d (xn, xk) k→∞−→ 0であるから，d∗ (i (xn) , α) → 0で，
i (xn) → αである．∀αm ∈ X∗をみたすCauchy列 (αm) ∈ X∗を任意にとる．(αm)はCauchy
列であるから，d∗

(
αmk

, αmk+1

)
< 2−k をみたすm1 < m2 < · · · となるmk が取れ，βk := αmk

とおくと，(βk)も Cauchy 列になる．各 k に対して，∃yk ∈ X, s.t.d∗ (βk, i (yk)) < 2−k．する
と，∀k

d (yk, yk+1) = d∗ (i (yk) , i (yk+1)) (25)
≤ d∗ (i (yk) , βk) + d∗ (βk, βk+1) + d∗ (βk+1, i (yk+1)) (26)
< 2−k + 2−k + 2−(k+1) = 3 · 2−k (27)

すると，∀p > q

d (yq, yp) ≤
p−1∑
k=q

d (yk, yk+1) (28)

<
∞∑
k=q

3 · 2−k = 3 · 2−(q−1) q→∞−→ 0 (29)
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から，(yk)はX のCauchy 列である．α := [(yk)] ∈ X∗とし，d∗ (i (yk) , α) = lim
n→∞

d (yk, yn)よ
り i (yk) → αになる．三角不等式より

d∗ (βk, α) ≤ d∗ (βk, i (yk)) + d∗ (i (yk) , α) (30)
< 2−k + d∗ (i (yk) , α) → 0 (31)

よって，βk → α．(αm)は Cauchy 列であり，βk = αmk
→ αより，∀ϵ > 0, d∗ (βk, α) <

1

2
ϵを

みたす kをとり，m ≥ M =⇒ d∗ (αm, βk) <
1

2
ϵをみたすM をとれば

d∗ (αm, α) ≤ d∗ (αm, βk) + d∗ (βk, α) < ϵ (32)
であるから，αm → αとなる，以上より，(X∗, d∗)は完備である
Proposition 9.11. (X, d)を距離空間とする．((X∗, d∗) , i∗)と ((X∗∗, d∗∗) , i∗∗)がともに (X, d)
の完備化であるとき，距離空間 (X∗, d∗)から (X∗∗, d∗∗)への全射等長写像 f で

i∗∗ = f ◦ i∗ : X → X∗∗ (33)
となるものが存在する
Proof. 任意に a ∈ X を固定し，DX(x)(z) = d(x, z)− d(a, z)と定義する
まず，|DX(x)(y)−DX(x)(z)| = |d(x, y)− d(x, z)| ≤ d(y, z)より，DX(x)はX 上の連続関数で
ある．さらに三角不等式より

|DX(x)(z)−DX(y)(z)| = |d(x, z)− d(y, z)| ≤ d(x, y) (34)
が任意の z ∈ X で成立する．よって DX(x)−DX(y) ∈ B(X)であり

‖DX(x)−DX(y)‖∞ = sup
z∈X

|d(x, z)− d(y, z)| = d(x, y) (35)

となる（実際に z = y とおけば上界が達成される）．ここで i∗(x) = DX(x) と定めると，
i∗ : X → B(X)は等長写像である．

B(X)は完备であるから，その部分集合の閉包X∗ = i∗(X)も完備である．また，構成より
i∗(X)は X∗ において稠密である．従って (X∗, i∗)は (X, d)の完備化の B(X)内での実現とみ
なせる．
次に，y, z ∈ X∗∗および x ∈ Xに対し，̃DX(y)(x) = d∗∗(y, i∗∗(x))と定義する．i∗∗ : X → X∗∗

が等長写像であることから，D̃X(i∗∗(x)) = DX(x)が成り立つ．ここで ĩ(y) = D̃X(y)−DX(a)
と定めると，ĩ(y) ∈ B(X)であり，特に x ∈ X に対して

ĩ(i∗∗(x)) = D̃X(i∗∗(x))− D̃X(i∗∗(a)) = DX(x) = i∗(x) (36)
が成り立つ．すなわち ĩ ◦ i∗∗ = i∗ である．

y, z ∈ X∗∗に対し，‖̃i(y)− ĩ(z)‖∞ ≤ d∗∗(y, z)より ĩ : X∗∗ → B(X)は連続である．d̃(y, z) =
‖̃i(y)− ĩ(z)‖∞ とおくと，d̃は X∗∗ ×X∗∗ 上の連続関数である．任意の x, x′ ∈ X に対して，

d̃(i∗∗(x), i∗∗(x′)) = ‖̃i(i∗∗(x))− ĩ(i∗∗(x′))‖∞ (37)
= ‖i∗(x)− i∗(x′)‖∞ = d(x, x′) = d∗∗(i∗∗(x), i∗∗(x′)) (38)

が成り立つ．i∗∗(X)は X∗∗で稠密なので，i∗∗(X)× i∗∗(X)は X∗∗ ×X∗∗で稠密である．連続
関数の稠密部分集合での一致より，全域で d̃ = d∗∗，すなわち ĩは等長写像である．

i∗∗(X)は X∗∗ で稠密であり，ĩは等長（よって連続）であるから
i∗(X) = ĩ(i∗∗(X)) ⊂ ĩ(X∗∗) ⊂ ĩ(i∗∗(X)) = i∗(X) = X∗ (39)

である．X∗∗ は完備で ĩは等長写像なので，像 ĩ(X∗∗)も完備であり，B(X)の閉集合となる．
稠密性より ĩ(X∗∗) = X∗ が従う．
以上より，ĩ : X∗∗ → X∗ は全射な等長写像（等長同型）である．その逆写像を f = ĩ−1 :

X∗ → X∗∗ とおけば，f も等長写像であり，ĩ ◦ i∗∗ = i∗ より i∗∗ = f ◦ i∗ を満たす．
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9.3 距離空間のコンパクト性
Definition 9.12. （全有界）
距離空間 (X, d)が全有界である def⇐⇒ ∀ϵ > 0, X = N (x1, ϵ) ∪N (x2, ϵ) ∪ · · · ∪N (xn, ϵ)をみた
すような X の有限個の点 x1, x2, · · · , xnが存在する
Definition 9.13. （点列コンパクト）
距離空間 (X, d)が点列コンパクトである def⇐⇒ X の任意の点列が収束する部分列をもつ
Proposition 9.14. 全有界な距離空間 (X, d)は，以下をみたす
1. (X, d)は第二可算公理をみたす
2. X の任意の点列がコーシー列を部分列として含む

Proof. 1. ∀n ∈ N，(X, d)が全有界であるから，∃xn,1, · · · , xn,k(n), s.t.X =
k(n)⋃
j=1

N

(
xn,j ,

1

n

)
．

ここで，D := {xn,j : n ∈ N, 1 ≤ j ≤ k (n)}とおくと，各 nで有限で，全体は可算個の有
限集合の和集合であるから，D は可算である．また，∀x ∈ X, ∀ϵ > 0, ϵ > dfrac1nをみ
たす nをとれば，被覆よりある j で x ∈ N

(
xn,j ,

1

n

)
であるから，d (x, xn,j) < ϵであ

る．よって，任意の近傍に対して，D の点が存在する．ここで中心を D にとり，半径
q ∈ Q>0 をとって作った開球族 B := {N (a, q) : a ∈ D, q ∈ Q>0}は可算集合の積だから
可算である．すると，開集合 U ⊂ X かつ x ∈ U を任意に取り，U は開集合であるから，
∃ϵ > 0, s.t.N (x, ϵ) ⊂ U である．稠密性より，D∩N

(
x,

1

2
ϵ

)
6= ∅で，a ∈ Dを d (x, a) <

1

2
ϵ

としてとると，Qの稠密性より，0 < q <
1

2
ϵを選ぶと，N (a, q) ⊂ N (x, ϵ) ⊂ U である．

従って，Bは開基で，(X, d)は第二可算である
2. 点列 (Xn) ⊂ X を任意にとる．(X, d)は全有界であるから，ϵ = 1とすると，X は有限個
の半径 1の開球で被覆できる．従って，(xn)haある開球に無限回入るから，N (c1, 1)内に
入る無限部分列を取り，

(
x
(1)
n

)
とする．次に，ϵ =

1

2
で同じ操作を

(
x
(1)
n

)
に対して行い，

半径 1

2
のある開球に入る無限部分列

(
x
(2)
n

)
をとる．これらの操作を繰り返し，各 kにつ

いて半径 2−k の球 N
(
ck, 2

−k
)と無限部分列 (

x
(k)
n

)
をとると，

(
x
(1)
n

)
⊃
(
x
(2)
n

)
⊃ · · · と

なるようにとれる．yk := x
(k)
nk をとると，m > nに対し，ym, ynはともに

(
x
(n)
n

)
の中に属

し，N (cn, 2
−n)にも入るから，d (yn, ym) ≤ d (yn, cn) + d (cn, ym) < 2−n + 2−n = 2−(n−1)．

よって，∀ϵ > 0, 2−(n−1) < ϵ となるような n をとれば，d (yn, ym) < ϵ で，Cauchy 列
である

Proposition 9.15. (X, d)を距離空間とするとき，以下は同値である
1. (X, d)はコンパクトである
2. (X, d)は点列コンパクトである
3. (X, d)は完備かつ全有界

Proof.
Lemma 9.16. 距離空間 X の点列 (xn)と a ∈ X に対して，以下同値
• (xn)の部分列 (xmn)で，aに収束するものが存在する
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• A = {(xn, n) : n ∈ N} ⊂ X × Ñ とし，A を積位相に関する閉包とすると，(a,∞) ∈ A
である

Proof of Lemma. (1) =⇒ (2)
(a,∞) ∈ X × Ñの任意の開近傍 U を取り，a ∈ V ⊂ X,∞ ∈ W ⊂ Ñをみたす開集合 V,W が
存在する．Ñの定義より，W はある N より大きい全ての自然数を含むから，xmk

→ aより，
∃k ∈ N, s.t. (xmk

,mk) ∈ V ×W ⊂ U である．(xmk
,mk) ∈ Aから，Aは (a,∞)の任意の開近傍

と交わる．よって，(a,∞) ∈ A
(2) =⇒ (1)

N (a, 1)とし，(a,∞) ∈ Aより，∃m1 > 1, s.t.d (xm1 , a) < 1である．また，N

(
a,

1

2

)
を考える

と，閉包より ∃m2 > m1, s.t.d (xm2 , a) <
1

2
である．この操作を繰り返すと，部分列 (xmk

)が
得られ，d (xmk

, a) <
1

k
である．よって，xmk

k→∞−→ a

(1)⇒(2)
(xn) を X の点列とし，Ñ := N

⊔
{∞} とおき，A = {(xn, n) : n ∈ N} ⊂ X × Ñ の閉包を A

とする．(X, d)がコンパクトであると仮定すると，pr2 : X × Ñ → Ñは閉写像である．よっ
て，pr2

(
A
)
⊂ Ñ は N = pr2 (A) の部分集合として含む閉集合だから，pr2

(
A
)
= Ñ であり，

(a,∞) ∈ pr2
(
A
)をみたす a ∈ X が存在するから，aに収束する部分列 (xmn)が存在する（Lem

より）
(2)⇒(3)
完備性：コーシー列 (xn) ⊂ X を任意に取り，X が点列コンパクトであるから，収束する部分
列 (xmn)

n→∞−→ xが存在する．よって，(xn)
n→∞−→ xから，X は完備である

全有界性：背理法で考えよう
X が全有界でないと仮定すると，∃r > 0, s.t.∀xn ∈ X,

N⋃
n=1

Ur (xn) ⫋ X．ここで xN+1 を

x /∈
N⋃

n=1
Ur (xn)をみたすものとすると，∀n < N, d (xn, xN+1) ≥ rから，(xn)は収束する部分

列を持たない，点列コンパクトと矛盾する．よって，X は全有界である
(3)⇒(1)
X は全有界であるから，∃An ⊂ X, s.t.∀x ∈ X, ∃a ∈ An, s.t.d (x, a) < 2−n

A :=
∏
n

Anを取り，チコノフの定理より，Aはコンパクトである

C ⊂ Aを C :=

{
(an) ∈ A : ∀n ∈ N, d (an, an+1) ≤

3

2n+1

}
と定義すると

C =
⋂
n∈N

{
(an) ∈ A : d (an, an+1) ≤

3

2n+1

}
となり，prn × prn+1 : A → An × An+1 は連続であ

ることより閉部分空間であるから，C もコンパクトである
(an) ∈ C とすると，n ≤ mに対し d (an, am) ≤ d (an, an+1) + · · ·+ d (am−1, am) ≤ 3

2n+1
+ · · ·+

3

2m
=

3

2n
となる．よって，(an)はコーシー列である．X は完備であるから，∃ lim

n→∞
an ∈ X が

存在するから，写像 l : C → X を極限 lim
n→∞

anにうつす写像と定義する
∀x ∈ X, ∀a = (an) ∈ C，選択公理より，d (an, x) < 2−n をみたすものが存在する．∀n ∈
N, d (an, an+1) ≤ d (an, x) + d (an+1, x) < 2−n + 2−n−1 =

3

2n+1
から，a ∈ C．点列 (an)は xに

収束するなので，l (a) = xである．よって，∀x ∈ X, ∃a, s.t.l (a) = xで，lは全単射である
a = (an) ∈ C, d (an, l (a)) ≤ 3 · 2−n である．r > 0 に対して，m を 6 · 2−n < r をみたす最
小の自然数 n とすると，a = (an) , b = (bn) ∈ C が am = bm をみたすなら，d (l (a) , l (b)) ≤
d (am, l (a))+d (bm, l (b)) ≤ 6 ·2−m < rであるから，pr−1

m (prm (a)) ⊂ l−1 (Ur (l (a)))であり，lは
連続で，C はコンパクトであるので，l (C)もコンパクトである．lは全射であるからX ⊂ l (C)
もコンパクトである
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