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1 ベクトル空間と線型写像
Definition 1.1. ベクトル空間
K を体とする。非空な集合 V が以下の条件を満たすとき、V はベクトル空間である
• ∀a,b ∈ V, ∀λ ∈ K,a+ b ∈ V かつ λa ∈ V

• V は加法に関して可換群である
• ∀a,b ∈ V, ∀λ ∈ K,λ

(a+ b) = λa+ λb
• ∀a ∈ V, ∀λ, µ ∈ K, (λ+ µ)a = λa+ µa
• ∀a ∈ V, ∀λ, µ ∈ K, (λµ)a = λ (µa)
• 1v = v

Definition 1.2. 部分空間
V を K 上のベクトル空間とする．V の非空な部分集合W が以下の条件を満たすとき，W は
V の部分空間である
• ∀a,b ∈ W,a− b ∈ W

• ∀a ∈ W, ∀r ∈ K, ra ∈ W

Definition 1.3. 一次独立・一次従属
• v1,v2, . . . , vnが一次独立であるとは，∀r1, r2, . . . , rn ∈ K, r1v1 + r2v2 + · · ·+ rnvn = 0 ⇒
r1 = r2 = · · · = rn = 0

• v1,v2, . . . , vnが一次従属であるとは，v1,v2, . . . , vnが一次独立でない
Definition 1.4. 基底
V を K 上のベクトル空間とする．V の部分集合 B が以下の条件を満たすとき，B は V の基
底である
• V = {r1v1 + r2v2 + · · ·+ rnvn : ri ∈ K}

• v1,v2, . . . , vnはK 上一次独立である
Definition 1.5. 線型写像
V,W を K 上のベクトル空間とする．写像 f : V → W が以下の条件を満たすとき，f は線型
写像である
• ∀a,b ∈ V, f

(a+ b) = f (a) + f
(b)

• ∀a ∈ V, ∀r ∈ K, f (ra) = rf (a)
さらに，V = W のとき，f を V の線型変換ともよぶ
Definition 1.6. 表現行列
ベクトル空間 V に基底 B = (v1,v2, . . . , vn)を一組与えると，線形同型写像

FB : V → Kn

r1v1 + r2v2 + · · ·+ rnvn 7→

 r1...
rn


が定まる．線型写像 f : V → V に対して，次を可換にする行列 Aを f の Bに関する表現行列
という
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V V

Kn Kn

f

FB FB

fA

V に 2 組の基底 B,B′ を取ったとき，次の図を可換にする行列 P を B から B′ への基底の変
換行列とよぶ

V V

Kn Kn

Id

FB′ FB

fP

このとき，P は正則行列であり，Bに関する表現行列 Aと B′に関する表現行列 A′について，
次の図の可換性から A′ = P−1AP が成立することがわかる

Kn Kn

V V

V V

Kn Kn

fA′

fP fP

FB′
f

id

FB′

id

f

FB

FB

fA

V,W をK 上のベクトル空間とする．f, gを V からW への線型写像，λ ∈ K に対し

(f + g) (v) = f (v) + g (v)

(λf) (v) = λf (v)

により，f+g, λf を定義する．これにより，V からW へのK−線型写像全体HomK (V,W ) :={
f : V → W | fは線型写像}はベクトル空間になる．さらに，EndK (V ) := HomK (V, V )とす
ると，f, g ∈ EndK (V )に対し，fg (v) = f ◦ g (v) = f (g (v))により積を定義することができ
る．これにより，EndK (V )は環となる．V に基底 B を 1組与えると，写像

ΦB : EndK (V ) → Mn (K)

f 7→ Af（B に関する f の表現行列）

が定義される
Proposition 1.1. ΦB はベクトル空間および環の同型である（K−代数同型という）
Proof. f, g ∈ EndK (V ) , A = ΦB (f) , B = ΦB (g)とする．示すことは
1. ΦB (f + g) = ΦB (f) + ΦB (g)

2. ΦB (λf) = λΦB (f)

3. ΦB (fg) = ΦB (f)ΦB (g)
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4. ΦB (idV ) = En

5. ΦB は全単射
ここで（１）（２）（４）は計算だけなので，（３）（５）を示す

•

V V V V V

⟳ ⟳ ⟳

x ∈ Kn Bx ∈ Kn ABx ∈ Kn x Kn Kn ABx

g

FB

f

FB

外側みると

FB

f◦g

FB FB

fB fA ∈ fAB ∋

よって，ΦB (fg) = AB = ΦB (f)ΦB (g)

• 単射性：f, g ∈ EndK (V ) ,ΦB (f) = ΦB (g)とすると，FBf = ΦB (f)FB = ΦB (g)FB =
FBg であり，左から F−1

B を合成して f = g．全射性：Mn (K) 3 A = [aij ] に対し，
f : V → V を vj 7→

n∑
i=1

aijviと定義すれば，ΦB (f) = Aとなる

Definition 1.7. 直和
V を K 上のベクトル空間とし，W1,W2, . . . ,Wr を V の部分空間とする．V の任意の元 v が
v = w1 +w2 + · · ·+wr (wi ∈ Wi)と唯一通りに表せるとき，V はW1,W2, . . . ,Wr の直和で
あるといい，V = W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Wr と表す
Proposition 1.2.
V を体 K 上のベクトル空間とし，W1,W2, . . . ,Wr を V の部分空間とする．V = W1 +W2 +
· · ·+Wr のとき，次は同値：
1. V = W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Wr

2. ∀k ∈ [2, r] , (W1 + · · ·+Wk−1) ∩Wk = {0}

Proof.
• (1) ⇒ (2)：k ∈ [2, r] ,w ∈ (W1 + · · ·+Wk−1)∩Wkを任意にとると，w = W1+ · · ·+Wk−1

から，w ∈ W1 + · · ·+Wk−1 + 0と表せる．一方，w ∈ Wk から，w = 0+ · · ·+ 0+wk．
仮定より，この表記は一意であるから，w = wk = 0

• (2) ⇒ (1)：v ∈ V を任意にとると，v = w1 + · · · + wk wi ∈ Wi とかける．また，
v = w′

1+ · · ·+w′
r w′

i ∈ Wiとすると，(w1 −w′
1)+ · · ·+

(
wr−1 −w′

r−1

)
= w′

r−wr ∈ Wr．
よって，w′

r −wr ∈ (W1 + · · ·+Wr−1)∩Wr であるから，w′
r −wr = 0．すると，wr = w′

r

である．これを繰り返すと，wi = w′
i がすべての i について成り立つ．一意性より，

V = W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Wr である

Proposition 1.3.
V を体K 上のベクトル空間とし，π1, π2, . . . , πr ∈ EndK (V )とする．π1, π2, . . . , πr が以下の条
件をみたすとする：
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• π1 + π2 + · · ·+ πr = idV

• ∀i, π1πi = πi

• ∀i 6= j, πiπj = 0

このとき，V = π1 (V )⊕ π2 (V )⊕ · · · ⊕ πr (V )と直和で表せる
Proof.
v ∈ V を任意にとる．v = Id (v) = (π1 + π2 + · · ·+ πr) (v) = π1 (v) + π2 (v) + · · · + πr (v) ∈
π1 (V )+π2 (V )+ · · ·+πr (V )．よって，V = π1 (V )+π2 (V )+ · · ·+πr (V )．各 2 ≤ k ≤ rに対して，
w ∈ (π1 (V ) + · · ·+ πk−1 (V ))∩πk (V )を任意にとると，w = π1 (v1)+· · ·+πk−1 (vk−1) vi ∈ V
とかける．このとき，πk (w) = πkπ1 (v1) + · · · + πkπk−1 (vk−1) = 0．一方，w = πk (vk) =
πkπk (vk) = πk (w) = 0．よって，w = 0で，(W1 + · · ·+Wk−1) ∩ Wk = {0}．よって，V =
π1 (V )⊕ π2 (V )⊕ · · · ⊕ πr (V )である
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2 多項式環
Definition 2.1. 多項式環
Kを体とする．K上の多項式環をK [x] =

{
anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 : ai ∈ K,n ∈ Z≥0

}
と定める
Proposition 2.1.
K を体とする
• f (x) , g (x) ∈ K [x] , f (x) 6= 0に対し
∃!q (x) , r (x) ∈ K [x] , g (x) = f (x) q (x) + r (x) ,deg r (x) < deg f (x)

• K [x]はユークリッド整域であり，単項イデアル整域である
Proposition 2.2.
f1 (x) , . . . , fn (x) ∈ K [x]とする．GCD (f1 (x) , . . . , fn (x)) = 1 とすると，g1 (x) f1 (x) + · · · +
gn (x) fn (x) = 1を満たす多項式 g1 (x) , . . . , gn (x) ∈ K [x]が存在する

6



みかん猫

3 最小多項式
K を体とし，V をK 上のベクトル空間とする．f ∈ EndK (V )に対し

Φf (amxm + · · ·+ a1x+ a0) = amfm + · · ·+ a1f + a0Id

により定義する（つまり，xに f を代入する写像）．Φf は環としての準同型写像である
Proposition 3.1.
KerΦf 6= {0}

Proof.
dimKV = mとすると，EndK (V ) ∼= Mm (K)．よって，dimEndK (V ) = dimMm (K) = m2．
よって，Id, f, f2, . . . , fm2 はK 上の一次従属である．よって，arf

r + · · ·+ a1f + a0Id = 0を
満たす (ar, . . . , a0) 6= (0, . . . , 0)が存在する．このとき，0 6= arx

r + · · ·+ a1x+ a0 ∈ KerΦf

K [x]は単項イデアル整域であるから，KerΦf は K [x]の 0でないイデアルである．よっ
て，KerΦf = (p (x)) = {p (x) a (x) : a (x) ∈ K [x]}で，∃p (x) ∈ K [x]かつ p (x) 6= 0

Definition 3.1. 最小多項式
KerΦf = (p (x))となるモニック多項式 p (x)を f の最小多項式とよぶ
Example 3.1.

V = C3とし，f : V → V を v 7→ Avとする．また，A =

 1 0 1
0 1 0
0 0 1

とする．このとき，f の

最小多項式は (x− 1)2である
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4 固有値・固有ベクトル・対角化
V をベクトル空間，f : V → V を V 上の線型変換とする．λ ∈ K に対し，λが f の固有値で
あるとは，∃0 6= v ∈ V, s.t.f (v) = λvであり，vは固有多項式の根うある
Proposition 4.1.
Φf (x)を f のK 上の最小多項式とする．λ ∈ K に対し，以下同値
1. λは f の固有値である
2. λは Φf (x)の根である

Proof.
(1) ⇒ (2)：f (v) = λv を満たす 0 6= v ∈ V を任意にとる．Φf (x) = xm + am−1x

m−1 + · · · +
a1x+ a0とする．このとき

0 = Φf (f) (v) (1)
= (fm + · · ·+ a1f + a0Id) (v) (2)
= λmv + · · ·+ a1λv + a0v (3)
=

(
λm + am−1λ

m−1 + · · ·+ a1λ+ a0
)
v (4)

= Φf (λ)v (5)

から，Φf (λ) = 0であり，(2)が成り立つ
(2) ⇒ (1)：Φf (λ) = 0 とする．Φf (x) = (x− λ) q (x) をみたす 0 6= q (x) ∈ K [x] とかける．
degΦf (x) = 1+ deg q (x)であるから，0 ≤ deg q (x) < degΦf (x)である．Φf (x)の次数最小
性より，EndK (V ) 3 q (f) = Φf (q (x)) 6= 0である．よって，∃v ∈ V, s.t.w := q (f)v 6= 0とな
る．このとき

(f − λId) (w) = (f − λId) q (f) (v) (6)
= Φf ((x− λ) q (x)) (v) (7)
= Φf (f) (v) = 0 (8)

よって，f (w) = λw である．w 6= 0であるから，λは f の固有値である．よって，(1)が成
り立つ

K 3 λを f の固有値とする．W (λ, f) := {v ∈ V : f (v) = λv}とおく．λ1, λ2, . . . , λr を f
の相異なる固有値とすると，W (λ1, f) +W (λ2, f) + · · ·+W (λr, f) = W (λ1, f)⊕W (λ2, f)⊕
· · · ⊕W (λr, f) ⊆ V である．等しいとき，V は固有ベクトルからなる基底 Bをもち，Bに関す
る f の表現行列は対角行列になる
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5 一般固有空間
Proposition 5.1.
Ωを体とする。次の条件は同値
1. Ω [x]の定数でない任意の多項式 f (x)が Ωにおいて少なくとも一つの根をもつ
2. 任意の f (x) ∈ Ω [x] ,deg f > 0は Ωにおいて一次式の積に分解する。

Definition 5.1. 代数的閉体
この同値条件をみたす体 Ωを代数的閉体とよぶ
Example 5.1. 複素数体 Cは代数的閉体である

K を代数的閉体とし，V をK 上のベクトル空間とする．f : V → V を線型変換とする．固
有値 λ ∈ K に対し，W̃ (λ, f) := {v ∈ V : (f − λId)m (v) = 0 m ∈ N}とおく．これは V の部
分空間で，λに対する一般固有空間という．固有空間W (λ, f)は一般固有空間 W̃ (λ, f)の部
分空間である
Example 5.2.

A =

 2 1 4
0 2 −3
0 0 2

 , V = C3，f : V → V を v 7→ Avとする．このとき，f の固有値は 2である．

W (2, f) =

〈 1
0
0

〉であり，(A− 2E)2 =

 0 0 −3
0 0 0
0 0 0

 , (A− 2E)3 = 0より，W̃ (2, f) = C3

である
λ1, λ2, . . . , λrを f の相異なる固有値の全体とする。φf (x)を f のK上の最小多項式とする。

Kは代数的閉体であるから，φf (x)は一次式の積に分解され，Φf (x) = (x− λ1)
m1 · · · (x− λr)

mr

とかける
Theorem 5.1.
f : V → V を線形変換とし，λ1, λ2, . . . , λr を f の相異なる固有値の全体とする。
1. f の一般固有空間は f−不変
2. V = W̃ (λ1, f)⊕ W̃ (λ2, f)⊕ · · · ⊕ W̃ (λr, f)

Proof.
• (f − λiId)

m と f は可換．よって，(f − λiId)
m (v) = 0 のとき，(f − λiId)

m (f (v)) =

f ((f − λiId)
m (v)) = f (0) = 0で，f (0) ∈ W̃ (λi, f)

• i = 1, . . . , rに対し

fi (x) =

r∏
j=1
j ̸=i

(x− λj)
mj =

Φf (x)

(x− λi)
mi

∈ K [x] (9)

とおく．gcd (f1 (x) , . . . , fr (x)) = 1であるから，f1 (x) g1 (x)+· · ·+fr (x) gr (x) = 1をみた
す g1 (x) , . . . , gr (x) ∈ K [x]が存在する．EndK (V ) 3 πi := fi (f) gi (f) =: Φf (fi (x) gi (x))

とする．このとき，π1 + · · ·+ πr = Idである．
{
πiπj = 0 i 6= j

πiπi = πi
を示す
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i 6= j のとき

πiπj = fi (f) gi (f) fj (f) gj (f) (10)
= fi (f) fj (f) gi (f) gj (f) (11)

= Φf (f)

r∏
k=1
k ̸=i,j

(f − λkId)
mk gi (f) gj (f) = 0 (12)

また，πi (π1 + · · ·+ πr) = πiId = πiより，πiπi = πi．よって，V = π1 (V )⊕ · · · ⊕ πr (V )
である
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6 ジョルダン標準形
Proposition 6.1.
線形変換 f : V → V に対し，次の条件は同値
• f の表現行列が対角化可能
• f の最小多項式 φf (x)が重根をもたない

Definition 6.1. ジョルダン・ブロック
λ ∈ K に対し，k次正方行列 J (λ : K)を

J (λ : K) :=


λ 1 0 · · · 0
0 λ 1 · · · 0
... ... . . . . . . ...
0 0 0 · · · 1
0 0 0 · · · λ

 (13)

より定義する．ただし，J (λ : 1) = [λ]とする．これを固有値 λに対するジョルダン・ブロッ
クとよぶ．いくつかのジョルダン・ブロックの直和で表される行列をジョルダン行列とよぶ
Proposition 6.2.
線形変換 f : V → V に対し，次の条件は同値
1. f はべき零変換
2. f の固有値はすべて 0である
3. 任意の基底に関する f の表現行列はべき零行列である

Theorem 6.1.
f : V → V をべき零変換とする．V の適当な基底 Bが存在し，Bに関する f の表現行列は，固
有値 0のジョルダン・ブロックの直和で表される
Theorem 6.2.
V をベクトル空間，f : V → V を V 上の線型変換とする．V の適当な基底に対し，f の表現行
列がジョルダン行列 J で表される．J はジョルダン・ブロックの順序を除き一意的に定まる
Theorem 6.3.
A ∈ Mn (K)に対し，P ∈ GLn (K)で，P−1AP がジョルダン行列となるものが存在する．J は
ジョルダン・ブロックの順序を除き一意的に定まる
Problem 7.

A =


0 −1 −1 0
−1 1 0 1
2 1 2 −1
−1 −1 −1 1

 (14)

に対し，Aのジョルダン標準形と変換行列 P を求めよ
Proof.
Aの固有多項式は det (xE −A) = (x− 1)4である．準備として

b =


b1
b2
b3
b4

 (15)
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に対し，(A− E)x = bが解を持つ条件を考えておく

[A− Eb] =


−1 −1 −1 0 b1
−1 0 0 1 b2
2 1 1 −1 b3
−1 −1 −1 0 b4

 (16)

−→


1 0 0 −1 −b2
0 1 1 1 b2 − b1
0 0 0 0 b1 + b2 + b3
0 0 0 0 b4 − b1

 (17)

となることから，(A− E)x = b が解を持つための必要十分条件は，b1 + b2 + b3 = 0 かつ
b4 − b1 = 0である．このとき，(A− E)x = bの一般解は

x = s


0
−1
1
0

+ t


1
−1
0
1

 s, t ∈ C (18)

である．これは必要十分条件をみたしているから

p1 =


0
−1
1
0

 p3 =


1
−1
0
1

 (19)

とすると，(p1,p3)はW :=
{
x ∈ C4 : (A− E)x = 0

}の基底であり
(A− E)x = p1, (A− E)x = p3は解を持つ．(A− E)x = p1の解 p2，(A− E)x = p3の解 p4

をそれぞれ一つずつ求めると，例として

p2 =


1
−1
0
0

 p4 =


1
−2
0
0

 (20)

を得る．このとき，(p1,p2,p3,p4) は C4 の基底である．これらを並べて得られる行列 P と
すれば

P =


0 1 1 1
−1 −1 −1 −2
1 0 0 0
0 0 1 0

 (21)

P−1AP =


1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 (22)

となり，Aのジョルダン標準形が得られる
Example 7.1.

A =

 0 2 1
−4 6 2
4 −4 0

のジョルダン標準形を求めよ

12
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Proof.
det (xE −A) = (x− 2)3 である．W (2, fA) = Ker (fA − 2) =

{
x ∈ C3 : (A− 2E)x = 0

}であ
る

A− 2E
簡約化−→

 1 −1 −1
2

0 0 0
0 0 0

であるから，dimW (2, fA) = 3− rank (A− 2E) = 2である．よ

って，ジョルダン・ブロックは二つである．よって，J =

 2 1 0
0 2 0
0 0 2

となる
C3 = Ker (fA − 2Id)2 P2 (23)

= Ker (fA − 2Id) P1,P3 (24)

このとき

(A− 2E)P1 = 0, AP1 = 2P1 (25)
(A− 2E)P2 = P1, AP2 = 2P2 + P1 (26)

(A− 2E)P3 = 0, AP3 = 2P3 (27)

よって，A (P1,P2,P3) = (P1,P2,P3) J である．(A− 2E)x = 0の解は簡約化より，x2 = s, x3 =

2tとして，x1 = s+ tであるから，b = s

 1
1
0

+ t

 1
0
2



13
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8 環上の加群
Definition 8.1. 左 R−加群
R を環とする．演算は加法である可換群 M が以下の条件をみたすとき，M を左 R− 加群
とよぶ
• 写像 f : R×M → M (r,m) 7→ r ·mと定義されている
• r · (x+ y) = r · x+ r · y

• (r + s) · x = r · x+ s · x

• (rs) · x = r · (s · x))

• 1R · x = x

Example 8.1.
• R = K が体であるなら，K−加群はK−ベクトル空間である
• M がアーベル群（加法群）であるなら，Z−加群である
• 環 R自身は R−加群である

Example 8.2.
K を体とし，R = Mn (K)とする．M = Kn とすると，A ∈ Mn (K) ,v ∈ M に対し，A · vを
行列の積と定めると，M は左 R−加群となる
Definition 8.2. R−加群の部分加群
M を R−加群とする．∅ 6= N ⊆ M が以下の条件をみたすとき，N をM の部分加群とよぶ
• x, y ∈ N ⇒ x− y ∈ N で，すなわち，N はM の部分群である
• r ∈ R, x ∈ N ⇒ r · x ∈ N

Definition 8.3. R−剰余加群
M を R−加群とし，N をM の R−部分加群とするとき，M の加法群としての剰余群M/N
は

r · (m+N) := r ·m+N (28)

により，R−加群となる．これをM の N−剰余加群とよぶ
Definition 8.4. R−準同型
M,N を R−加群とする．写像 f は以下の条件をみたすとき，R−準同型であるという
• f (x+ y) = f (x) + f (y)

• f (r · x) = r · f (x)

Remark 8.1.
Kerf, Imf はそれぞれM,N のR−部分加群である．また，加法群としての同型M/Kerf ∼= Imf
は R−加群としての同型でもある
Definition 8.5. R−加群の外部直和
M1,M2, . . . ,MnをR−加群とする．直積集合M := M1×M2×· · ·×Mn = {(x1, . . . , xn) : xi ∈ Mi}
により，R−加群となる．これをM = M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mnと書き，M1,M2, . . . ,Mnの（外部）
直和とよぶ

14
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Definition 8.6. R−加群の内部直和
M を R− 加群とする．M1,M2, . . . ,Mn を M の部分加群とする．M の任意の元 m が m =
m1 + m2 + · · · + mr と唯一通りに表せるとき，M はM1,M2, . . . ,Mn の（内部）直和である
という
Remark 8.2.
M がM1, . . . ,Mnの内部直和であるとき

M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mn → M (29)
(m1,m2, . . . ,mn) 7→ m1 +m2 + · · ·+mn (30)

は R− 加群の同型写像である．逆に，M = M1 ⊕ M2 ⊕ · · · ⊕ Mn（外部直和）であるとき，
M ′

i = {(x1, . . . , xn) ∈ M : ∀j 6= i, xj = 0}とすれば，M ′
i はM に同型なM の R−部分加群で，

M はM ′
1,M

′
2, . . . ,M

′
nの内部直和である

Proposition 8.1.
M = M1 +M2 + · · ·+Mnに対し，次の条件は同値
• M ∼= M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mn

• M1 +M2 + · · ·+Mi ∩Mi+1 = {0} 1 ≤ i ≤ n− 1

15
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9 自由加群と階数
Definition 9.1. 部分加群・有限生成
Rを環とし，M を R−加群とする．M の部分部分集合 S に対し，S の有限個の元の R−係
数結合

r1x1 + r2x2 + · · ·+ rnxn ri ∈ R, xi ∈ S (31)

の全体を 〈S〉で表す．これは S を含むM の最小の R−部分加群であり，S により生成させた
R−部分加群とよぶ．M が有限個の元からなる生成系を持つとき，M は R上有限生成である
という
Definition 9.2. 一次独立・一次従属
u1, u2, . . . , un ∈ M について
• u1, u2, . . . , unがR上一次独立 ⇐⇒ r1u1+r2u2+ · · ·+rnun = 0 ⇒ r1 = r2 = · · · = rn = 0

• u1, u2, . . . , unが R上一次従属 ⇐⇒ u1, u2, . . . , unが一次独立でない
Remark 9.1.
M の部分集合 S について，S が無限集合であるとき，S の任意の有限部分集合 X が R上一
次独立となるとき，S は R上一次独立である
Remark 9.2.
u ∈ M について，uが一次独立 ⇐⇒ [ru = 0 =⇒ r = 0]である．R = K が体のとき（すなわ
ちベクトル空間），u 6= 0なら uはK 上一次独立であったが，一般にはそうでない
Definition 9.3. 自由加群
M を環 R上の加群とする．u1, u2, . . . , un ∈ M が R上一次独立であり，M = 〈u1, u2, . . . , un〉
をみたすとき，(u1, u2, . . . , un)をM の R−基底とよぶ．M が R−基底を持つとき，M は自
由加群であるという
Remark 9.3.
R = K が体のとき，有限生成なK−加群は自由K−加群である．これは，一般の環 Rでは成
立しない．例えば，Z/nZは有限生成であるが，自由 Z−加群ではない
Theorem 9.1.
Rを可換環とし，M を有限生成自由 R−加群とすると，M の任意の基底は有限個の元からな
り，その個数は一定である
Definition 9.4. 階数
Rを可換環とし，M を有限生成自由 R−加群とする．M の基底に含まれる元の個数をM の
階数といい，rankM で表す
Remark 9.4.
可換環 Rに対し，自由 R−加群M の部分加群 N は，自由加群であり，N の基底の個数はM
の基底の個数以下になっているとする．Rは階数 1の R−自由加群であり，Rの部分 R−加
群とは Rのイデアルのことである．したがって，仮定より，Rの任意のイデアル I 6= 0は階
数 1の自由 R−加群となるから，I = 〈a〉Rとかけて，ra = 0 =⇒ r = 0となる．つまり，aは
零因子ではない．したがって，Rは単項イデアル整域である．この逆も成立する
Theorem 9.2.
Rを単項イデアル整域とし，M を階数mの自由 R−加群とする．N をM の部分加群とする
と，N は自由加群で，rankN ≤ mが成立する

16
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Proof.
N = 0のときは明らかなので，以下は N 6= 0とし，mについて帰納法で示す
m = 1のとき，{u}をM の R−基底とする．I = {r ∈ R : r · u ∈ N}とおく．I 6= 0は Rのイ
デアルである．Rは単項イデアル整域であるから，0 6= a ∈ Rにより，I = (a)とかける．この
とき，{au}は N の基底となり，特に N は rankN = 1 = rankM の自由 R−加群である
m ≥ 2とし，{u1, u2, . . . , um}をM の R−基底とする
写像 f : M → R を f (c1u1 + c2u2 + · · ·+ cmum) = cm により定義すると，これは R− 準同
型である．Kerf = 〈u1, u2, . . . , um−1〉 であり，これは階数が m − 1 の自由 R− 加群である．
N 6⊂ Kerf とする．f (N)は Rの R−部分加群なので，Rのイデアルで，よって f (N) = (a)
とかける（0 6= a ∈ R）．また，N ∩ Kerf はKerf の R−部分加群なので，帰納法の仮定より
自由 R−加群である．N ∩ Kerf の R−基底として {v, v1, . . . , vs}をとる（s ≤ m− 1）．v ∈ R
を f (v) = aとなるようにとると，{v, v1, . . . , vs}は N の R−基底であることがわかる．した
がって，N は rankN = s+ 1 ≤ m− 1 + 1 = m = rankM の自由 R−加群である

17
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10 単因子論
Definition 10.1. ユークリッド整域
整域 Rに対し，写像 d : LR \ {0} → Z≥0が定義され，a, b ∈ R (b 6= 0)に対し，a = bq+ r, r = 0
または d (r) < d (b)となる q, r ∈ Rが存在するとき，Rをユークリッド整域という
Proposition 10.1.
ユークリッド整域は単項イデアル整域である

Fij =



1
. . .

1
0 · · · 1
... . . . ...
1 · · · 0

1
. . .

1


(32)

Ei (u) =



1
. . .

1
u

1
. . .

1


(33)

Eij (c) =



1
. . .

1 · · · c
. . . ...

1
. . .

1


(34)

これらの行列を左からかけることは行の基本変形，右からかけることは列の基本変形に対
応する
• R1：第 i行と第 j 行を入れ替える
• R2：第 i行を u倍する
• R3：第 i行に第 j 行の c倍を加える
• C1：第 i列と第 j 列を入れ替える
• C2：第 i列を c倍する
• C3：第 i列に第 j 列の c倍を加える

Definition 10.2. 対等
A,B ∈ Mm,n (R)とする．Aに基本変形を有限回施して B に変形できるとき，Aと B は対等
であるという
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Theorem 10.1.
A ∈ Mm,n (R)は次の標準形と対等である

e1
e2
. . .

er
0
. . .

0


(35)

ただし，ei ∈ Rで，1 ≤ ∀i ≤ r − 1, ei | ei+1をみたす．このとき，イデアル (e1) , (e2) , . . . , (er)
は Aのみによって一意に定まる
Remark 10.1. 単因子
(e1) , (e2) , . . . , (er)を Aの単因子という
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11 ユークリッド整域上の有限生成加群
Theorem 11.1.
R をユークリッド整域とする．M を有限生成自由 R− 加群とし，N を M の R− 部分加群
とする．このとき，M の基底 (u1, u2, . . . , ur) と e1, e2, . . . , er で，e1 | e2 | · · · | er をみたし，
(e1u1, e2u2, . . . , erur)が N の基底となるものが存在する
Theorem 11.2.
Rをユークリッド整域とする．有限生成 R−加群M は次のような R−加群と同型である

R/ (e1)⊕R/ (e2)⊕ · · · ⊕R/ (es)⊕R⊕ · · · ⊕R (36)

ただし，⊕Rは t個で，eiは 2以上の自然数，1 ≤ i ≤ r− 1, ei | ei+1をみたす．s, t, e1, e2, . . . , es
はM のみによって一意に定まる
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12 Jordan 標準形再論
K を代数的閉体とし，V = Knとする．A ∈ Mn (K)をとる．ΦA : K [x] → Mn (K)を

ΦA (a0 + a1x+ · · ·+ amxm) = a0E + a1A+ · · ·+ amAm =: p (A) (37)
により定義する．p (x) ∈ K [x] , v ∈ V に対し，p (x) v := ΦA (p (x)) v = p (A) vと定めることで，
V はK [x]−加群となる．V はK 上有限次元であるから，K [x]−加群としても有限生成であ
る．K [x]はユークリッド整域であり，したがって V のK [x]−加群の構造がわかる．V = Kn

の標準基底を e1, e2, . . . , enとすると
F : K [x]n → V (38)
p1 (x)
p2 (x)...
pn (x)

 7→ p1 (A) e1 + p2 (A) e2 + · · ·+ pn (A) en (39)

は明らかに全射であり，K [x]n /KerF ∼= V である
Proposition 12.1.
xE −Aを左からかけることにより定まる写像を Gとする

G : K [x]n → K [x]n (40)
p1 (x)
p2 (x)...
pn (x)

 7→ (xE −A)


p1 (x)
p2 (x)...
pn (x)

 (41)

このとき，Gは単射で，ImG = KerF である
Remark 12.1.

xE − Aは


e1 (x)

e2 (x)
. . .

en (x)

に対等である．ここで，ei (x)はモニック多項式で，

e1 (x) | e2 (x) | · · · | en (x)をみたすものである．対角成分に 0が出てこないのは，多項式とし
て det (xE −A) 6= 0であることによる．このとき

V ∼= K [x]n /KerF (42)
= K [x]n /ImG (43)
∼= K [x] / (e1 (x))⊕ · · · ⊕K [x] / (en (x)) (44)

となる．det (xE −A) = e1 (x) e2 (x) · · · en (x)であり，各 ei (x)は ei (x) =
∏
j

(x− λij)とかけ

る．ei (x) = e (x) = (x− λ1)
n1 (x− λ2)

n2 · · · (x− λk)
nk とかけているとき，中国の剰余定理より

K [x] / (e (x)) ∼= K [x] / ((x− λ1)
n)⊕ · · · ⊕K [x] / ((x− λk)

nk) (45)
Proposition 12.2.
K [x]のイデアル I =

(
(x− λ)d

)
による剰余K [x]−加群K [x] /I は，ベクトル空間として

p1 = (x− λ)d−1 + I (46)
p2 = (x− λ)d−2 + I (47)
... (48)

pd = 1 + I (49)
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を基底としてもち，この基底に関する xの作用の表現行列は

J (λ : d) =



λ 1 0 · · · 0

0 λ 1 · · ·
...

... . . . . . . . . . 0

... . . . λ 1
0 · · · · · · 0 λ


(50)

となる．したがって，xE −Aの単因子を求め

V ∼= K [x] /KerF (51)
= K [x]n /ImG ∼= K [x] / (e1 (x))⊕ · · · ⊕K [x] / (en (x)) (52)

について，さらに中国の剰余定理を用いて，V ∼= ⊕K [x] / ((x− λij)
nij )となり，各直和因子に

ついて，xの表現行列が Jordan 標準形となる．xの作用は Aの作用として定めていたので，
これは Aの Jordan 標準形が得られたことになる
Example 12.1.
K = Cとし

A =


0 −1 −1 0
−1 1 0 1
2 1 2 −1
−1 −1 −1 1

 (53)

とすると

xE −A =


x 1 1 0
1 x− 1 0 −1
−2 −1 x− 2 1
1 1 1 x− 1

 (54)

→


1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 (x− 1)2 0

0 0 0 (x− 2)2

 (55)

となる．したがって，K [x]−加群として

K4 ∼= K [x] /
(
(x− 1)2

)
⊕K [x] /

(
(x− 1)2

)
(56)

となり，Aの Jordan 標準形は 
1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 (57)

とわかる
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