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みかん猫

1 無限積の収束と発散

数列 {an}n に対して，部分積 a1 × a2 × · · · × an =
n∏

k=1

ak
n→∞−→

∞∏
k=1

ak を考える．このときどこ

かに 0があれば積は 0となるから，極限は常に存在してしまい，値も 0になってしまう．以
下，{an}nを複素数列とする
Definition 1.1. 0を含まない場合の無限積
∀n ∈ N, an 6= 0のとき，無限積

∞∏
n=1

an が収束する def⇐⇒ 部分積
N∏

n=1

an が 0以外の値に収束す

る．このとき，
∞∏
n=1

an := lim
N→∞

N∏
n=1

an ( 6= 0)

Definition 1.2. 0を含む場合の無限積
無限積

∞∏
n=1

anが収束する def⇐⇒

• ∃n0 ∈ N, s.t.∀n ∈ N, n ≥ n0 ⇒ an = 0（an0 = 0となる nは高々有限個）

• lim
N→∞

N∏
n=n0

an = 0となる

このとき，
∞∏
n=1

an :=

n0−1∏
n=1

an ·
∞∏

n=n0

anと定める

Example 1.1. 数列 a1 = 0, an = 1 (n ≥ 2)の無限積は 0に収束する
Proof.
N > 2の場合，

N∏
n=2

an = 1× 1× · · · × 1
N→∞−→ 1なので

∞∏
n=1

an = a1 ·
∞∏
n=2

an = 0 · 1 = 0 (1)

Example 1.2. 次の数列の無限積は発散する

•
{
sin

(nπ
2

)}
n

Proof. 無限個の 0を含む

• a1 = 0, a2 = 0, an = 2 (n ≥ 3)

Proof.
N∏

n=3

an = 2N−3 N→∞−→ ∞

• {2−n}n

Proof.
N∏

n=1

2−n = 2−
∑N

n=1 n = 2−
N(N+1)

2
N→∞−→ 0
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Theorem 1.1. 無限積の収束条件
以下同値

• 無限積
∞∏
n=1

anが収束する

• ∀ϵ > 0, ∃n0 ∈ N, s.t.∀m,n ∈ N, n > n0 ⇒

∣∣∣∣∣
n+m∏
k=n+1

ak − 1

∣∣∣∣∣ < ϵ

• ∀ϵ > 0, ∃n0 ∈ N, s.t.∀m,n ∈ N,m ≥ n > n0 ⇒

∣∣∣∣∣
m∏

k=n

ak − 1

∣∣∣∣∣ < ϵ

Proof.
• (1)⇒ (2)

∞∏
k=1

ak が収束すると仮定すると，定義より ∃N ∈ N, s.t.∀k ≥ N, ak 6= 0 かつ Pl :=

l∏
k=N

ak
l→∞−→ P∞ :=

∞∏
k=N

ak 6= 0 より，∃L0 > N, s.t.∀l ≥ L0, |Pl − P∞| <
|P∞|
2
となり，

l ≥ L0 ⇒ |Pl| ≥
|P∞|
2
．これで，∀ϵ > 0を取って固定すると，{Pl}l はCauchy 列なので，

∃L1 ∈ N, s.t.∀l ∈ N, ∀l′ ∈ N, l, l′ ≥ L1 ⇒ |Pl − Pl′ | <
|P∞|
2

ϵ．n ≥ max {L0, L1} ,m ∈ N
のとき ∣∣∣∣∣

n+m∏
k=n+1

ak − 1

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 1Pn

(Pn+m − Pn)

∣∣∣∣ (2)

=
1

|Pn|
|Pn+m − Pn| ≤

2

|P∞|
· |Pn+m − Pn| < ϵ (3)

• (2)⇒ (1)

(2)が成立すると仮定すると，∀ϵ > 0, ∃n0 ∈ N, s.t.∀m,n ∈ N, n > n0 ⇒

∣∣∣∣∣
n+m∏
k=n+1

ak − 1

∣∣∣∣∣ <
1

2
min {ϵ, 1}．m = 1を取れば，n > n0 ⇒ |an − 1| < 1

2
min {ϵ, 1} ≤ 1

2
より，n > n0 ⇒

1

2
<

|an| <
3

2
かつ同様にして，l > n0 +2⇒ 1

2
<

∣∣∣∣∣∣
l∏

k=n0+2

ak

∣∣∣∣∣∣ < 3

2
．従って，n > n0 +2,m ∈ N

のとき
∣∣∣∣Pn+m

Pn
− 1

∣∣∣∣ < 1

2
min {ϵ, 1}なので

|Pn+m − Pn| < |Pn| ·
1

2
min {ϵ, 1} ≤ 3

4
min {ϵ, 1} < ϵ (4)

ϵ > 0は任意なので，{Pl}lはCauchy列である．従って，{Pl}lは収束する．また，l→∞
とすれば，1

2
≤ lim

l→∞
|Pl| =

∣∣∣∣liml→∞
Pl

∣∣∣∣ ≤ 3

2
なので，lim

l→∞
Pl 6= 0

Corollary 1.1. 無限積
∞∏
n=1

anが収束⇒ lim
n→∞

an = 1
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Proof.
N が十分大で，Pl :=

l∏
k=N

ak
l→∞−→ P∞ 6= 0なので，an =

Pn

Pn−1

n→∞−→ P∞
P∞

= 1

Remark 1.1. この系より，an = 1 + un と置き換えて an → 1 ⇐⇒ un → 0で，
∞∏
n=1

(1 + un)

の形で無限積を考えることができる

Problem 1.1. ∀n ∈ N, 1 + un 6= 0 のとき，
∞∏
n=1

(1 + un) が収束 ⇐⇒
∞∑
n=1

Log (1 + un) が収

束する
Example 1.3. ∀n ∈ N, vn ∈ Rかつ vn ≥ 0のとき，1 + x ≤ exを使うと

1 + v1 + · · ·+ vn ≤ (1 + v1) (1 + v2) · · · · · (1 + vn) (5)
≤ ev1 · ev2 · · · evn (6)
= exp (v1 + v2 + · · ·+ vn) (7)

Corollary 1.2. vn := |un|と考える．
∞∏
n=1

(1 + |un|)が収束 ⇐⇒
∞∑
n=1

|un|が収束する

Definition 1.3. 無限積の絶対収束
無限積

∞∏
n=1

(1 + un)が絶対収束する def⇐⇒
∞∏
n=1

(1 + |un|)が収束する

言い換えれば， lim
N→∞

N∏
n=1

(1 + |un|)が存在する

Proposition 1.1. 無限積
∞∏
n=1

(1 + un)が絶対収束する⇒
∞∏
n=1

(1 + un)が収束する

Proof.
∞∏
n=1

(1 + |un|)が収束するので，lim
n→∞

|un| = 0で，n十分大で，Re (1 + un) > 0で
∞∑
n=1

Log (1 + un)

は絶対収束する．m > n十分大で
m∏

k=n

(1 + uk) =
m∏

k=n

exp (Log (1 + uk)) (8)

= exp
( ∞∑

k=n

Log (1 + uk)

)
m→∞−→ exp

( ∞∑
k=n

Log (1 + uk)

)
6= 0 (9)

Remark 1.2.

•
∞∏
n=1

(1 + un)が絶対収束 ⇐⇒
∞∑
n=1

unが絶対収束

•
∞∏
n=1

(1 + un)が絶対収束⇒
∞∏
n=1

(1 + un)が収束

•
∞∑
n=1

unが絶対収束⇒
∞∑
n=1

unが収束
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Theorem 1.2.
∞∏
n=1

(1 + un)が絶対収束するとする．このとき，
∞∏
n=1

(1 + un)は積の順序を入

れ替えても収束し，値は変わらない
Proof.
写像 σ : N → N を全単射とする，十分大きな N を取り，∀n ≥ N, 1 + un 6= 0, 1 + uσ(n) 6=

0,Re (1 + un) > 0,Re (1 + uσ(n)
)
> 0 かつ lim

z→0

∣∣∣∣Log (1 + z)

z

∣∣∣∣ = 1 より |Log (1 + un)| ≤ 2 |un|

とできるので，
∞∑

n=N

Log (1 + un)は絶対収束する．m > nに対して

m∏
n=N

(
1 + uσ(n)

)
= exp

(
m∑

n=N

Log (1 + uσ(n)
)) m→∞−→ exp

( ∞∑
n=N

Log (1 + uσ(n)
)) (10)

∞∏
n=1

(
1 + uσ(n)

)
=

N−1∏
n=1

(
1 + uσ(n)

)
·

∞∏
n=N

(
1 + uσ(n)

) (11)

= exp
(

N−1∑
n=1

Log(1 + uσ(n)
)) exp( ∞∑

n=N

Log(1 + uσ(n)
)) (12)

= exp
( ∞∑

n=1

Log (1 + uσ(n)
)) (13)

= exp
(

N−1∑
n=1

Log (1 + un)

)
exp

( ∞∑
n=N

Log (1 + un)

)
(14)

=
N−1∏
n=1

(1 + un)
∞∏

n=N

(1 + un) (15)

=
∞∏
n=1

(1 + un) (16)

Problem 1.2.
∞∏
n=1

cos z
2n

=
sin z
z

z ∈ C

Proof.
• z = 0

RHS = 1,LHS =
∞∏
n=1

1 = 1

• z /∈ πZ
このとき，cos z

2n
6= 0に注意して，m ≥ 2に対して

sin z = 2 sin z
2
cos z

2
= 4 sin z

4
cos z

4
cos z

2
(17)

=
... (18)

= 2m sin z

2m
·

m∏
n=1

cos z
2n

(19)

よって，
m∑

n=1

cos z
2n

=
1

2m
· sin zsin z

2m
=

z
2m

sin z
2m
· sin z

z

m→∞−→ sin z
z
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• z = kπ (k ∈ Z \ {0})
z

2n
=
kπ

2n
n→∞−→ 0なので，cos kπ

2n
= 0となる最大の nをN とすると，n > N ⇒ cos z

2n
6= 0

かつ
∣∣∣ z
2N

∣∣∣ = π

2
に注意すれば，同様にして，m > N のとき，sin z

2N
= 2m sin z

2N+m
·

m∏
n=N+1

cos z
2n
なので

m∏
n=N+1

cos z
2n

=
z

2N+m

sin z
2N+m

· 2
N

z
sin z

2N
m→∞−→ 2N

z
sin z

2N
= 1 6= 0 (20)

Problem 1.3. un :=
i

n
とすると，

∞∏
n=1

|1 + un|は収束するが，
∞∏
n=1

(1 + un)は発散する

Proof. n ≥ 2で 1 <

∣∣∣∣1 + i

n

∣∣∣∣2 = n2 + 1

n2
<

n2

n2 − 1
=

n2

(n− 1) (n+ 1)
なので

1 <

m∏
n=2

∣∣∣∣1 + i

n

∣∣∣∣ < m∏
n=2

√
n2

(n− 1) (n+ 1)
=

√√√√ m∏
n=2

n2

(n− 1) (n+ 1)
(21)

=

√
2 · m

m+ 1
<
√
2 (22)

よって，
∞∏
n=2

∣∣∣∣1 + i

n

∣∣∣∣は単調増加で上に有界なので収束する．∞∏
n=2

∣∣∣∣1 + i

n

∣∣∣∣ = sup
m

m∏
n=2

∣∣∣∣1 + i

n

∣∣∣∣．一
方， lim

t→+0

arctan t
t

= lim
t→+0

1
1+t2

1
= 1なので，n十分大で 1

2n
< arctan 1

n
< Arg

(
1 +

i

n

)
とな

るから，
m∑

n=N

Arg
(
1 +

i

n

)
>

m∑
n=N

1

2n

m→∞−→ ∞ で，
m∑

n=N

Log
(
1 +

i

n

)
=

m∑
n=N

log
∣∣∣∣1 + i

n

∣∣∣∣ + i ·

m∑
n=N

Arg
(
1 +

i

n

)
m→∞−→ ∞なので，

∞∏
n=N

(
1 +

i

n

)
は収束しない

Problem 1.4. ∀n, vn ∈ R, vn > 0とする．
∞∏
n=1

(1− vn)が収束 ⇐⇒
∞∑
n=1

vnが収束

Proof.
• (⇒)
N 十分大で，n ≥ N ⇒ 1 − vn > 0 に注意して，m > N のとき，0 < (1− vn) · · · · ·

(1− vm) ≤ exp−
m∑

n=N

vn より exp
(

m∑
n=N

vn

)
≤ 1∏m

n=N (1− vn)
∈ R で，0 ≤

m∑
n=N

vn ≤

− log
(

m∏
n=N

(1− vn)

)
• (⇐)

vn ≥ 0より，
∞∑
n=1

vn =

∞∑
n=1

|vn| =
∞∑
n=1

|−vn| <∞なので，
∞∏
n=1

(1− |−vn|)は収束する．よ

って，
∞∏
n=1

(1− vn)も収束する

6
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2 関数項の無限積
Definition 2.1. 各点収束
∞∏
n=1

(1 + un) un : D ⊂ C→ CがD上で各点収束する def⇐⇒ ∀z ∈ D,
∞∏
n=1

(1 + un (z))が収束する

⇐⇒ ∀z ∈ D, ∃Nz ∈ N, s.t.∀n ∈ Nz, 1+un (z) 6= 0かつ
∞∏

n=Nz

(1 + un (z)) = lim
m→∞

m∏
n=Nz

(1 + un (z)) 6=

0が存在する
Remark 2.1.
各点収束⇒ ∀z ∈ D,Pm (z) :=

m∏
n=1

(1 + un (z))
m→∞−→

∞∏
n=1

(1 + un (z))

Definition 2.2. 一様収束
A ⊂ D，

∞∏
n=1

(1 + un)が A上で一様収束する def⇐⇒

• ∃N ∈ N, s.t.∀z ∈ A,
∞∏

n=N

(1 + un (z)) = lim
m→∞

m∏
n=N

(1 + un (z)) 6= 0

• lim
m→∞

sup
z∈A

∣∣∣∣∣
∞∏
n=1

(1 + un (z))−
m∏

n=1

(1 + un (z))

∣∣∣∣∣ = 0

ここで，
∞∏
n=1

(1 + un (z)) =

N−1∏
n=1

(1 + un (z)) ·
∞∏

n=N

(1 + un (z))

Remark 2.2.
各 un : D → Cが連続のとき，Pm (z) =

m∏
n=1

(1 + un (z))も連続なので，
∞∏
n=1

(1 + un (z))がD上

一様収束⇒
∞∏
n=1

(1 + un (z))は D上連続

Proposition 2.1.
D ⊂ C，正則な un : D → C を

∞∏
n=1

|un (z)| を D 上に広義一様収束するとする．このとき，
∞∏
n=1

(1 + un (z))は D上で正則な関数に広義一様収束する

Proof.
各 z ∈ Dをとって固定すれば，

∞∏
n=1

|un (z)| <∞ ⇐⇒
∞∏
n=1

(1 + |un (z)|)収束⇒
∞∏
n=1

(1 + un (z))

収束．言い換えれば，
∞∏
n=1

(1 + un (z))は各点収束している．Dに含まれる任意のコンパクト集

合K をとって固定する．このとき，仮定からmax
z∈K

m∑
n=l

|un (z)|
m>l→∞−→ 0が成り立つことに注意

する．また，これはmax
z∈K

|um (z)| m→∞−→ 0を示しているので，∃N ∈ N, s.t.∀z ∈ K, ∀n ∈ N, n ≥

N ⇒ 1 + un (z) 6= 0であることに注意する
また，∀z ∈ K,Pm (z) = P1 (z)+

m∑
n=2

(Pn (z)− Pn−1 (z)) = P1 (z)+

m∑
n=2

Pn−1 (z)un (z)とかけるの

7
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で，l > mのとき，∀z ∈ K, |Pl (z)− Pm (z)| =

∣∣∣∣∣
l∑

n=m+1

Pn−1 (z)un (z)

∣∣∣∣∣ ≤
l∑

n=m+1

|Pn−1 (z)| |un (z)|．

また

|Pn−1 (z)| =

∣∣∣∣∣
n−1∏
k=1

(1 + uk (z))

∣∣∣∣∣ =
n−1∏
k=1

|1 + uk (z)| (23)

≤
n−1∏
k=1

(1 + |uk (z)|) ≤ exp
(

n−1∑
k=1

|uk (z)|

)
≤ eM (24)

に注意すれば，|Pl (z)− Pm (z)| ≤ eM ·
l∑

n=m+1

|un (z)| ≤ eM ·
∞∑

n=m+1

|un (z)|．Pl は P∞ に各点

収束しているので，sup
z∈K
|P∞ (z)− Pm (z)| ≤ eM · sup

z∈K

∞∑
n=m+1

|un (z)|
m→∞−→ 0なので，{Pm}mは

P∞ にK 上で一様収束する．コンパクト集合 K ⊂ Dは任意だったので，{Pm}m は D上で広
義一様収束する
Theorem 2.1. 対数微分の定理
D ⊂ Cを開集合とし，un : D → Cを正則な関数とする．f (z) :=

∞∏
n=1

(1 + un (z))が D上広義

一様収束するとする．このとき
• f の零点からなる集合 Zf は Zf = {z ∈ D : ∃n ∈ N, 1 + un (z) = 0}

• z ∈ D \ Zf で次の対数微分が成立する：f ′ (z)

f (z)
=

∞∑
n=1

u′n (z)

1 + un (z)
．さらに右辺の級数は

D \ Zf 上で広義一様収束する
Proof. Zf = {z ∈ D : ∃n ∈ N, s.t.1 + un (z) = 0}を示す
z ∈ {z ∈ D : ∃n ∈ N, s.t.1 + un (z) = 0}とすると，m十分大で，fm (z) = 0で，m→∞とすれば，
f (z) = 0．逆に f (z) = 0とすると，一様収束の定義から，∃N ∈ N, s.t.

∞∏
n=N

(1 + un (z)) 6= 0かつ

0 = f (z) =

N−1∏
n=1

(1 + un (z))

∞∏
n=N

(1 + un (z))なので，
∞∏

n=N

(1 + un (z)) = 0より，
N−1∏
n=1

(1 + un (z)) =

0

D \ Zf に含まれるコンパクト集合K をとる．このとき，f ′m
fm

m→∞−→ f ′

f
はK 上で一様収束する

ことを示す
f は正則でK ⊂ D \Zf なので，δ :=min

z∈K
|f (z)| > 0とすると，fm m→∞−→ f はK 上で一様収束

する．∃m0 ∈ N, s.t.∀m ≥ m0,min
z∈K
|fm (z)| ≥ 1

2
δ．さらに，M :=max

z∈K
|f (z)|+max

z∈K

∣∣f ′ (z)∣∣ <∞
とおけば，m ≥ m0のとき

sup
z∈K

∣∣∣∣f ′m (z)

fm (z)
− f ′ (z)

f (z)

∣∣∣∣ = sup
z∈K

∣∣∣∣f (z) f ′m (z)− f ′ (z) fm (z)

f (z) fm (z)

∣∣∣∣ (25)

≤ 2

δ2
sup ∣∣f (z) f ′m (z)− f ′ (z) fm (z)

∣∣ (26)

≤ 2

δ2
(
|f (z)|

∣∣f ′m (z)− f ′ (z)
∣∣+ ∣∣f ′ (z)∣∣ |fm (z)− f (z)|

) (27)

≤ 2M

δ2

(
sup
z∈K

∣∣f ′m (z)− f ′ (z)
∣∣+ sup

z∈K
|fm (z)− f (z)|

)
m→∞−→ 0 (28)

8
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積の微分法より

f ′m = u′1

m∏
n=2

(1 + un) + u′2 (1 + u1)

m∏
n=3

(1 + un) + · · ·+ u′m

m−1∏
n=1

(1 + un) (29)

=
m∑

n=1

u′n
1 + un

m∏
n=1

(1 + un) (30)

Theorem 2.2. Euler の積公式
sin z = z

∞∏
n=1

(
1− z2

n2π2

)
z ∈ Cで，右辺の無限積は C上で広義一様収束する

Proof. 任意のコンパクト集合 K をとると，∃R > 0, s.t.D := D (0, R) ⊃ K とできるので，
un (z) := −

z2

n2π2
とすれば，sup

z∈K

∞∑
n=1

|un (z)| ≤
∞∑
n=1

R2

n2π2
<∞から，

∞∏
n=1

(
1− z2

n2π2

)
はK 上で

一様収束する．K は任意に取ったから，f (z) :=
∞∏
n=1

(
1− z2

n2π2

)
は C上で広義一様収束する．

∀R > 0をとり，D := D (0, R)を固定しておくと，z /∈ Zf のとき，f ′ (z)

f (z)
=

∞∑
n=1

u′n (z)

1 + un (z)
=

∞∑
n=1

2z

z2 − n2π2
なので，z /∈ Zf ∪ {0}のとき，(zf (z))′

z (z)
=
f (z) + zf ′ (z)

zf (z)
=

1

z
+

∞∑
n=1

2z

z2 − n2π2
．

一方，z /∈ πZのとき

cot z = cos zsin z =
1

z
+

∞∑
n=1

2z

z2 − n2π2
(31)

なので，z ∈ C\πZのとき，
(
zf (z)

sin z
)′

= 0．C\πZは連結なので，∃c ∈ C, s.t.∀z ∈ C\πZ, zf (z)sin z = c．

zm :=
1

m
とすれば，m 十分大で，zm ∈ C \ πZ かつ c =

zm
sin zm f (zm) ⇒ c = 1．従って，

sin z = zf (z)．一致の定理より，sin z = zf (z)

9
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3 Gamma関数
Lemma 3.1. gn (z) := z (z + 1) · · · (z + n)

n!nz
, n ∈ N, z ∈ Cは次をみたす

1. gn (z) = z exp
(
z

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
− logn

))
×

n∏
k=1

(
1 +

z

k

)
exp

(
−z
k

)
2. Euler の定数 γ := lim

n→∞

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
− logn

)
> 0

3. 無限積
∞∏
k=1

(
1 +

z

k

)
exp

(
−z
k

)
は C上で広義一様収束する

Proof.
1.

gn (z) = z (1 + z) · · ·
(
1 +

z

n

)
· n−z (32)

= z
n∏

k=1

(
1 +

z

k

)
exp

(
−z
k

)
· exp

(z
k

)
· exp (−z logn) (33)

= z exp
(
z

(
n∑

k=1

1

k
− logn

))
n∏

k=1

(
1 +

z

k

)
exp

(
−z
k

)
(34)

2. an :=
n∑

k=1

1

k
− log (n+ 1)とおくと，

n∑
k=1

1

k
− logn = an + log

(
1 +

1

n

)
なので，{an}nが

収束することを示ばいい
•

an =
n∑

k=1

1

k
− log (n+ 1) =

n∑
k=1

(
1

k
− log k + 1

k

)
(35)

=

n∑
k=1

∫ 1

0

(
1

k
− 1

k + t

)
dt ≤

n∑
k=1

1

2k2
≤ 1− 1

n+ 1
≤ 1 (36)

• an+1 − an =
1

n+ 1
− log n+ 2

n+ 1
=

∫ 1

0

(
1

n+ 1
− 1

n+ 1 + t

)
dt < 0なので，{an}nは

上に有界で単調増加な数列であることで収束する

3. un (z) :=
(
1 +

z

n

)
exp

(
− z
n

)
− 1 とすれば，

∞∏
n=1

(
1 +

z

n

)
exp

(
− z
n

)
=

∞∏
n=1

(1 + un (z))

なので
f (w) := (1 + w) e−w − 1 = e−w (1 + w − ew) (37)

= e−w
∞∑
k=2

wk

k!
= e−w · w2 ·

∞∑
k=0

wk

(k + 2)!
(38)

なので，|f (w)| ≤ e−Rew · |w|2 ·
∞∑
k=0

|w|k

(k + 2)!
≤ e−Rew · |w|2 · e|w| ≤ |w|2 e|w| を使えば，

|z| ≤ Rのとき，|un (z)| =
∣∣∣f ( z

n

)∣∣∣ ≤ R2

n2
e

R
n なので，

∞∑
n=1

|un (z)| ≤ R2eR ·
∞∑
n=1

1

n2
<∞か

ら，
∞∏
n=1

(1 + un (z))は C上で広義一様収束する

10
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Remark 3.1.
g (z) := lim

n→∞
gn (z) = z

∞∏
n=1

(
1 +

z

n

)
n−z は C上で広義一様収束する．なので，gは C上正則で，

gの零点は PΓ := {n : n ∈ Z≤0}である
Definition 3.1. Gauss の無限積による Γ関数
∀z /∈ PΓ,Γ (z) :=

1

g (z)
= lim

n→∞

n!nz

z (z + 1) · · · (z + n)

Theorem 3.1. Γ関数の性質

1. Γの Cにある特異点は全て孤立していて極であり，Γの極全体の集合は PΓは全て位数 1
である

2. Weierstrass の無限積 1

Γ (z)
= zeγz

∞∏
n=1

(
1 +

z

n

)
e−

z
n

3. ∀z /∈ PΓ,Γ (1) = 1,Γ (z + 1) = zΓ (z)

4. ∀n ∈ N,Res (Γ, 0) = 1,Res (Γ,−n) = (−1)n

n!

Proof.
• (1)と (2)は補題より証明済み

• g (1) = lim
n→∞

gn (1) = lim
n→∞

(n+ 1)!

n!n
= lim

n→∞

n+ 1

n
= 1なので，Γ (1) =

1

g (1)
= 1．z /∈ PΓ

のとき
Γ (z + 1)

Γ (z)
=

g (z)

g (z + 1)
= lim

n→∞

gn (z)

gn (z + 1)
(39)

= lim
n→∞

nz

z + n+ 1
= z (40)

• Res (Γ, 0) = lim
z→0

zΓ (z) = lim
z→0

Γ (z + 1) = Γ (1) = 1で，z /∈ PΓ, n ∈ Nのとき，Γ (z + n+ 1) =

(z + n) Γ (z + n) = · · · = z (z + 1) · · · (z + n) Γ (z)なので，Γ (z) =
Γ (z + n+ 1)

z (z + 1) · · · (z + n)
よ

り，Res (Γ,−n) = lim
z→−n

(z + n) Γ (z) = lim
z→−n

Γ (z + n+ 1)

z (z + 1) · · · (z + n)
=

Γ (1)
n−1∏
k=0

(−n+ k)

=
(−1)n

n!

Theorem 3.2. Γ関数の性質 2

1. Euler の相補公式：∀z ∈ C, (g (z) g (1− z)) = 1

Γ (z) Γ (1− z)
=
sin (πz)

π

2. Γ
(
1

2

)
=
√
π

3. ∀z /∈ PΓ, ψ (z) =
Γ′ (z)

Γ (z)
= −1

z
− γ +

∞∑
n=1

(
1

n
− 1

z + n

)

11
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4. ∀z /∈ PΓ,
d
dz
(
Γ′ (z)

Γ (z)

)
=

∞∑
n=0

1

(z + n)2

5. Legedre の公式：∀z /∈ PΓ ∪ PΓ −
1

2
,
√
πΓ (2z) = 22z−1Γ (z) Γ

(
z +

1

2

)
6. Euler の積分表示：Γ (z) =

∫ ∞

0
e−ttz−1dt Rez > 0

Proof.
1.

g (z) g (1− z) = lim
n→∞

gn (z) gn (1− z) (41)

= lim
n→∞

z · (1 + z) · · · (z + n)

mzn!
· (1− z) (2− z) · · · (n+ 1− z)

n1−zn!
(42)

= lim
n→∞

z (n+ 1− z)
n (n!)2

· z ·
n∏

k=1

(
1− z2

k2

)
(43)

=
sin (πz)

π
(44)

2. z = 1

2
とすれば，

(
g

(
1

2

))2

=
sin π

2

π
=

1

π
から，Γ

(
1

2

)
=

1

g
(
1
2

) =
√
π

3. (g (z))′ =
(

1

Γ (z)

)′
= − Γ′ (z)

(Γ (z))2
なので，Γ′ (z)

Γ (z)
= −Γ (z) g′ (z) = −g

′ (z)

g (z)
で， 1

Γ (z)
=

g (z) = zeγz ·
∞∏
n=1

(
1 +

z

n

)
e−

z
n なので

h′ (z)

h (z)
=

∞∑
n=1

1
n exp

(
− z

n

)
− 1

n

(
1 + z

n

) exp (− z
n

)(
1 + z

n

) exp (− z
n

) (45)

=

∞∑
n=1

−z
n2 + nz

= −
∞∑
n=1

(
1

n
− 1

z + n

)
(46)

で
Γ′ (z)

Γ (z)
=
− (zeγz)′ h (z)− zeγzh′ (z)

zeγzh (z)
(47)

= −1

z
− γ − h′ (z)

h (z)
= −1

z
− γ +

∞∑
n=1

(
1

n
− 1

z + n

)
(48)

4.
d
dz
(
Γ′ (z)

Γ (z)

)
=
d
dz

(
−1

z
− γ +

∞∑
n=1

(
1

n
− 1

z + n

))
(49)

=
1

z2
+

∞∑
n=1

1

(z + n)2
=

∞∑
n=0

1

(z + n)2
(50)

12
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5. Γ (z) Γ

(
z +

1

2

)
と Γ (2z)の極の集合は P := PΓ ∪

(
PΓ −

1

2

)
=

{
n, n− 1

2
: n ∈ Z≤0

}
に

注意する．z /∈ P のとき

d
dz
(
Γ′ (z)

Γ (z)

)
+
d
dz

(
Γ′ (z + 1

2

)
Γ
(
z + 1

2

) ) =
∞∑
n=0

1

(z + n)2
+

∞∑
n=0

1(
z + n+ 1

2

)2 (51)

=

∞∑
n=0

(
4

(2z + 2n)2
+

4

(2z + 2n+ 1)2

)
(52)

= 2

∞∑
m=0

2

(2z +m)2
= 2
d
dz
(
Γ′ (2z)

Γ (2z)

)
(53)

よって，f (z) := Γ (z) Γ
(
z + 1

2

)
Γ (2z)

とおけば

f ′ (z)

f (z)
=

Γ′ (2z)

Γ (z) Γ
(
z + 1

2

) × (Γ (z) Γ
(
z + 1

2

))′
Γ (2z)− 2Γ′ (2z) Γ (z) Γ

(
z + 1

2

)
(Γ (2z))2

(54)

=

(
Γ (z) Γ

(
z + 1

2

))′
Γ (z) Γ

(
z + 1

2

) − 2
Γ′ (2z)

Γ (2z)
(55)

なので， ddz
(
f ′ (z)

f (z)

)
= 0で，∃c ∈ C, s.t.∀z ∈ C \ P, f

′ (z)

f (z)
= c．zm :=

1

m
とすれば，m

十分大で，zm ∈ C \ P かつ c =
f ′ (zm)

f (zm)
=

Γ′ (2zm)

Γ (2zm)
− Γ′ (zm)

Γ (zm)
−

Γ′ (zm + 1
2

)
Γ
(
zm + 1

2

) m→∞−→ 0な

ので，c = 0．従って，∃c′ ∈ C, s.t.∀z ∈ C \ P, f (z) = c′．zm :=
1

m
とすれば，m十分大

で，zm ∈ C \P かつ c′ = f (zm) =
Γ (zm) Γ

(
zm + 1

2

)
Γ (2zm)

m→∞−→ 21−1√πなので，c′ = 21−1√π．

従って，√πΓ (2z) = 22z−1Γ (z) Γ

(
z +

1

2

)
．この c を用いて，h (z) = ecz とおくと，

h′

h
= c =

f ′

f
より，C \ P 上で，

(
f (z)

h (z)

)′
=
f ′ (z)h (z)− f (z)h′ (z)

(h (z))2
= 0．言い換えれば，

∃d ∈ C, s.t.∀z ∈ C \ P, f (z) = decz で，dと C について解くと，d = 2
√
π, c = −2 log 2

6. F (x) :=

∫ ∞

0
e−ttx−1dt は x > 0 のとき広義積分可能で，Fn (x) :=

∫ n

0
e−ttx−1dt は

x > 0 上広義一様収束する．In (x) :=

∫ n

0

(
1− t

n

)n

tx−1dt x > 0 とおけば，In (x) =

1

gn (x)
, n ∈ N, x > 0 で，In は x > 0 で F に広義一様収束する．∀n ∈ N, ∀z ∈ D =

{z : Rez > 0} , Fn (z) :=

∫ n

0
e−ttz−1dtとおけば，∣∣e−ttz−1

∣∣ = e−ttRez−1 なので，Fn は D

上で F (z) =

∫ ∞

0
e−ttz−1dtに広義一様収束するから，F は D上で正則である．Γ (x) =

lim
n→∞

1

gn (x)
= lim

n→∞
In (x) = F (x)で，Γと F は共にD上で正則であるから，一致の定理

より，∀z ∈ D,Γ (z) = F (z) =

∫ ∞

0
e−ttz−1dt

13
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4 注意事項
Lemma 4.1. 一様収束性
D1, D2, D3 ⊂ C とし，(z0, ξ0) ∈ D◦

2 × D◦
3 とする．K ⊂ D3 を C のコンパクト集合とし，

h : D1 ×D2 ×D3 → Cを連続写像とする．このとき，hは (z0, ξ0)でK 上一様収束する．言い
換えれば，max

ω∈K
|h (ω, z, ξ)− h (ω, z0, ξ0)| → 0 (z, ξ)→ (z0, ξ0)

Proof.
(z0, ξ0) ∈ D◦

2 × D◦
3 なので，D (z0, r) ⊂ D (z0, 2r) ⊂ D2 と D (ξ0, r) ⊂ D (ξ0, 2r) ⊂ D3 をみた

す r > 0 が存在する．このとき，K × D (z0, r) × D (ξ0, r) =: X はコンパクトなので，h は
X 上で一様連続である．すると，∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀ (ω, z, ξ) ∈ X, ∀ (ω′, z′, ξ′) ∈ X, |ω − ω′| <
δ, |z − z′| < δ, |ξ − ξ′| < δならば |h (ω, z, ξ)− h (ω′, z′, ξ′)| < εである．∀ε > 0，このような δ > 0
を取ると，∀ω ∈ K に対して，(ω, z, ξ)と (ω, z0, ξ0)は |z − z0| < δ, |ξ − ξ0| < min {r, δ} =: ρ
のとき，|h (ω, z, ξ)− h (ω, z0, ξ0)| < ε である．言い換えれば，∀ω ∈ K, ∀z ∈ D (z0, ρ) , ∀ξ ∈
D (ξ0, ρ) , |h (ω, z, ξ)− h (ω, z0, ξ0)| < εである．従って，max

ω∈K
|h (ω, z, ξ)− h (ω, z0, ξ0)| < εである

Lemma 4.2.
γ :閉路とし，g : γ∗ 上連続とする．このとき，G (z) :=

∫
γ

g (ω)

ω − z
dω z /∈ γ∗ とする．このとき，

Gは C \ γ∗上連続である
Proof.
h (w, z) :=

g (w)

w − z
とおく．z0 /∈ γ∗, z /∈ γ∗に対して

|G (z)−G (z0)| =
∣∣∣∣∫

γ
(h (w, z)− h (w, z0))dw

∣∣∣∣ (56)

≤
∫
γ
|h (w, z)− h (w, z0)|dw (57)

≤max
w∈γ∗

|h (w, z)− h (w, z0)| · length(γ) (58)

Proposition 4.1. 積分記号下の微分
D ⊂ Cを開集合とし，γ を閉路とし，g : D × γ∗ → Cを連続写像とする．さらに
• ∀ξ ∈ γ∗, g (·, ξ) : D → Cは微分可能

• ∂g
∂z
は D × γ∗上連続

このとき，G (z) :=

∫
γ
g (z, ξ)dξ z ∈ D は D 上で正則で，G′ (z) =

d
dz
∫
γ
g (z, ξ)dξ =∫

γ

∂g

∂z
(z, ξ)dξ

Proof.
z0 ∈ Dを固定する，z 6= z0のとき，G (z)−G (z0)

z − z0
=

∫
γ

g (z, ξ)− g (z0, ξ)
z − z0

dξ．そこで，z ∈ D, ξ ∈

γ∗ に対して，h (z, ξ) :=


g (z, ξ)− g (z0, ξ)

z − z0
z 6= z0

∂g

∂z
(z0, ξ) z = z0

と定義すると，仮定から hは D × γ∗ 上

14
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連続である．よって，max
ξ∈γ∗

|h (z, ξ)− h (z0, ξ)|
z→z0−→ 0なので

∣∣∣∣G (z)−G (z0)

z − z0
−
∫
γ

∂g

∂z
(z0, ξ)dξ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
γ
h (z, ξ)− h (z0, ξ)dξ

∣∣∣∣ (59)

≤max
ξ∈γ∗

|h (z, ξ)− h (z0, ξ)| · length(γ) (60)

従って，Gは z0で微分可能で，dGdz (z0) = lim
z→z0

G (z)−G (z0)

z − z0
=

∫
γ

∂g

∂z
(z0, ξ)dξ．z0はDの任

意の点だったので，Gは D上で正則である
Lemma 4.3.
D ⊂ C を開集合とし，f : D 上で正則な関数とする．g : D × D → C を g (z, ξ) :=
f (z)− f (ξ)

z − ξ
z 6= ξ

f ′ (z) z = ξ
とする．このとき，以下は成り立つ

• gは連続
• ∀ξ ∈ D, g (·, ξ) : D → Cは正則

• ∂g
∂z
は D ×D上連続

Proof.

• ∀ (z0, ξ0) ∈ D × D を固定する．z0 6= ξ0 のとき，g (z, ξ) = f (ξ)− f (z)
ξ − z

なので，(z0, ξ0)

で連続．z0 = ξ0 のとき，D (z0, r0) ⊂ D となる半径 r0 > 0 を取っておく．γ (t) :=
z0 + r0e

it, t ∈ [0, 2π] , z, ξ ∈ D (z0, r0) のとき，Cauchy の微積分公式より，f (z) =
1

2πi

∫
γ

f (ω)

ω − z
dω, f (ξ) = 1

2πi

∫
γ

f (ω)

ω − ξ
dω, f ′ (z) = 1

2πi

∫
γ

f (ω)

ω − z
dωなので，z ∈ D (z0, r0) , ξ ∈

D (z0, r0)のとき，ξ 6= z のとき，g (z, ξ) = f (ξ)− f (z)
ξ − z

=
1

2πi

∫
γ

f (ω)

(ω − z) (ω − ξ)
dω で，

ξ = z のとき，g (z, ξ) = f ′ (z) =
1

2πi

∫
γ

f (ω)

(ω − z)2
dω なので，ω ∈ γ∗, z ∈ D (z0, r0) , ξ ∈

D (ξ0, r0)に対して，h (ω, z, ξ) = f (ω)

(ω − z) (ω − ξ)
とおけば，hは γ∗×D (z0, r0)×D (ξ0, r0)

上連続で

|g (z0, ξ0)− g (z, ξ)| =
∣∣∣∣ 1

2πi

∫
γ
(h (ω, z0, ξ0)− h (ω, z, ξ))dω

∣∣∣∣ (61)

≤ 1

2π
max
ω∈γ∗

|h (ω, z0, ξ0)− h (ω, z, ξ)| · length(γ) (62)

• ∀ξ0 ∈ Dを固定して，g0 (z) := g (z, ξ0)の微分可能性を考える．z 6= ξ0 のとき，g0 (z) =
g (z, ξ0) =

f (z)− f (ξ0)
z − ξ0

なので，g0は zで微分可能．z = ξ0のとき，f は D上で正則な

ので，lim
z′→z

f (z′)− f (z)
z′ − z

= f ′ (z) = g (z, ξ0) = g0 (z)なので，g0は zで連続である．それ
以外のところも g0は微分可能なので，Morera の定理より，g0は D上で正則である．

• gξ (z) := g (z, ξ)とおくと，∂g
∂z

(z, ξ)− ∂g

∂z
(z0, ξ0) = g′ξ (z)− g′ξ0 (z)．そこで，r > 0を小さ

く取り，D (z0, r) ⊂ Dとしておく．γ (t) := z0 + reit, t ∈ [0, 2π]とおく．z ∈ D (z0, r)のと
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き，Cauchyの微積分公式より，g′ξ (z) =
1

2πi

∫
γ

gξ (ω)

(ω − z)2
dω =

1

2πi

∫
γ

g (z, ξ)

(ω − z)2
dωなので

∣∣∣∣∂g∂z (z, ξ)− ∂g

∂z
(z0, ξ0)

∣∣∣∣ = ∣∣g′ξ (z)− g′ξ0 (z)∣∣ (63)

=

∣∣∣∣ 1

2πi

∫
γ
(h (ω, z, ξ)− h (ω, z0, ξ0))dω

∣∣∣∣ (64)

≤ 1

2π
max
ω∈γ∗

|h (ω, z, ξ)− h (ω, z0, ξ0)| · 2π
(z,ξ)→(z0,ξ0)−→ 0 (65)

となるので，∂g

∂z
は (z0, ξ0)で連続である
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5 回転数
Proposition 5.1. 回転数
γを閉路とし，p /∈ γ∗とする．このとき，Ind (γ, p) := 1

2πi

∫
γ

1

z − p
dz ∈ Zとし，この Ind (γ, p)

を γ の pに関する指数という
Proof.
γ = γ (t) , t ∈ [a, b] , γ (a) = γ (b) とする．このとき，

∫
γ

1

z − p
dz =

∫ b

a

γ′ (t)

γ (t)− p
dt．そこで，

h (s) :=

∫ s

a

γ′ (t)

γ (t)− p
dt, s ∈ [a, b]とおき，g (s) := e−h(s) (γ (s)− p)とおく

gは定数のとき，有限個の点を除いて gも可微分で，g′ (s) = −e−h(s) (−h′ (s) (γ (s)− p) + γ′ (s)) =
0 で，h と γ が連続なので，g も連続であり，定数である．c := g (a) とおけば，c =
e−h(a) (γ (a)− p) = γ (a)− p

eh(b) =
γ (b)− p

c
=
γ (b)− p
γ (a)− p

= 1 = e0なので，∃m ∈ Z, s.t.h (b) = 2mπi

Example 5.1.
γを定値閉路とし，z∗ ∈ Cとする．さらに γ (t) = z∗ (t ∈ [0, 2π])とする．γ′ (t) = 0より，p 6= z∗

のとき，
∫
γ

1

z − p
dz =

∫ 2π

0

γ′ (t)

γ (t)− p
dt = 0である．よって，Ind (γ, p) = 0

Example 5.2.
γ (t) := p + R (t) eiθ(t), t ∈ [a, b]とし，R, θ : C1 級の実数値で，R (t) > 0, γ (a) = γ (b)とする．
γ′ (t) = eiθ(t) (R′ (t) + iR (t) θ′ (t))なので

Ind (γ, p) = 1

2πi

∫ b

a

γ′ (t)

R (t) eiθ(t)
dt (66)

=
1

2πi

∫ b

a

R′ (t)

R (t)
dt+ 1

2π

∫ b

a
θ′ (t)dt (67)

=
1

2πi
LogR (b)

R (a)
+

1

2π
(θ (b)− θ (a)) (68)

Proposition 5.2.
γ を閉路とし，p /∈ γ∗とする．また，γ−1を γ の逆向きの閉路とする．このとき
• Ind (γ−1, p

)
= −Ind (γ, p)

• γ∗が凸集合 Dに含まれているとき，∀p /∈ D, Ind (γ, p) = 0

Proof.
積分の定義より

2πiInd (γ, p) =
∫
γ

1

z − p
dz = −

∫
γ−1

1

z − p
dz = −2πiInd (γ−1, p

) (69)

p /∈ D のとき，z の関数 1

z − p
は D 上正則なので，Cauchy の積分定理より，Ind (γ, p) =

1

2πi

∫
γ

1

z − p
dz = 0

Theorem 5.1.
γを閉路とする．このとき，関数 C \ γ∗ → Z ⊂ Cを z 7→ Ind (γ, z)とする．この関数は連続で
ある．したがって，各連結成分上で Ind (γ, ·)は一定の整数値である
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Proof.
∀z ∈ C \ γ∗, G (z) :=

∫
γ

1

ω − z
dω は連続なので，Ind (γ, z) =

1

2πi
G (z) も連続である．Ω

を C \ γ∗ の連結成分とすると，Ω は開集合より，弧状連結である．∀z, w ∈ Ω に対して，
∃φ : [0, 1]→ Ω：連続で，φ (0) = z, φ (1) = wとする．このとき，Ind (γ, φ (·))の一様連続性よ
り，∃δ > 0, s.t.∀s ∈ [0, 1] , ∀t ∈ [0, 1] , |s− t| < δ ⇒ |Ind (γ, φ (s))− Ind (γ, φ (t))| < 1

2
であるか

ら，Ind (γ, φ (s)) = Ind (γ, φ (t))として考えると，Ind (γ, φ (0)) = Ind (γ, φ (1))である
Proposition 5.3.
γ : [a, b] → C を閉路とし，p /∈ γ∗ とする．このとき，以下をみたす区分的に C1 級の関数
f : [a, b]→ Cが存在する:
• ∀t ∈ [a, b] , exp (f (t)) = γ (t)− p

• ∀t ∈ [a, b] , f ′ (t) =
γ′ (t)

γ (t)− p

• Ind (γ, p) = 1

2πi

∫
γ

1

z − p
dz = 1

2πi

∫ b

a

γ′ (t)

γ (t)− p
dt = f (b)− f (a)

2πi

Proof.
記号を簡単にするため，座標を平行移動して，p = 0 /∈ γ∗ としておく．0 /∈ γ∗ かつ γ∗ はコン
パクトなので，d := min

t∈[a,b]
|γ (t)| > 0である．γ は [a, b]上一様収束で，γ∗ = γ ([a, b])はコンパ

クトなので，区間 [a, b]を細かく分割して，a = t0 < t1 < · · · < tn = b, Ik := [tk, tk+1]とすると

• ∀t ∈ Ik, |γ (t)− γ (tk)| < d

2
(0 ≤ k ≤ n− 1)

• 各開円盤 D

(
γ (tk) ,

d

2

)
上で，arg γ (t) が正則な一価関数となるようにとり，∀t ∈

Ik, fk (t) := log (γ (t)) と定義する．さらに t ∈ I0 のとき，f (t) := f0 (t) と定義し，
exp (f0 (t1)) = γ (t1) = exp (f1 (t1))なので，∃m0 ∈ Z, s.t.f0 (t1) = f1 (t1) + 2m0πi．そこ
で，t ∈ I1 のとき，f (t) := f1 (t) + 2m0πiとすれば，f は I0 ∪ I1 上で連続である．同様
にして，各 1 ≤ k ≤ n − 1, t = tk で，exp (fk (tk+1)) = γ (tk+1) = exp (fk+1 (tk+1))なの
で，0 ≤ ∀k ≤ n − 1, ∃mk ∈ Z, s.t.fk (tk+1) = fk+1 (tk+1) + 2mkπiである．t ∈ Ik のとき，
f (t) := fk (t) + 2πi

k−1∑
j=0

mj と定義すれば，f は連続で各小区間 Ik 上で f ′ (t) = f ′k (t) =

γ′ (t)

γ (t)
で，exp (f (t)) = exp (fk (t)) exp

2πi

k−1∑
j=0

mj

だから
Ind (γ, 0) = 1

2πi

∫
γ

1

z
dz = 1

2πi

∫ b

a

γ′ (t)

γ (t)
dt (70)

=
1

2πi

∫ b

a
f ′ (t)dt = 1

2πi
(f (b)− f (a)) (71)
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6 ホモトピー同値・ホモロジー同値
Definition 6.1. ホモトピー同値
Ω(⊂ C)：領域とし，γ0, γ1 : [0, 1]→ Ω：連続閉曲線とする．γ0と γ1がホモトピー同値（ホモ
トープ）であるとは，∃H : [0, 1]× [0, 1]→ Ω：連続写像で
• ∀t ∈ [0, 1] ,H (0, t) = γ0 (t)

• ∀t ∈ [0, 1] ,H (1, t) = γ1 (t)

• ∀s ∈ [0, 1] ,H (s, 0) = H (s, 1)

Remark 6.1.
ホモトピー同値は同値関係である
• γ ∼

Ω
γ,H (s, t) := γ (t)

• γ0 ∼
Ω
γ1 ⇒ γ1 ∼

Ω
γ0, H̃ (s, t) := H (1− s, t)

• γ0 ∼
Ω
γ1, γ1 ∼

Ω
γ2 ⇒ γ0 ∼

Ω
γ2,H (s, t) :=

{
H1 (2s, t) s ∈

[
0, 12
]

H2 (2s− 1, t) s ∈
[
1
2 , 1
] ,H1 (1, ·) = γ1 (·) =

H2 (0, ·)

Theorem 6.1. 回転数のホモトピー不変性
Ω(⊂ C)：領域とし，γ0, γ1 : Ω内の閉路とする．γ0 ∼

Ω
γ1 ⇒ ∀p /∈ Ω, Ind (γ0, p) = Ind (γ1, p)

Lemma 6.1.
γ0, γ1 : [0, 1]→ C：閉路とし，p /∈ γ∗0 ∪ γ∗1 , γ0は γ1と C \ {p}内でホモトピー H によりホモト
ピー同値であるとする．このとき，∃F : [0, 1]× [0, 1]→ C：連続写像で
• F (0, ·)と F (1, ·)は区分的に C1級
• ∀s ∈ [0, 1] , ∀t ∈ [0, 1] , exp (F (s, t)) = H (s, t)− p

Proof.
H̃ (s, t) := H (s, t)− pとして，p /∈ H ([0, 1]× [0, 1]) ⇐⇒ 0 /∈ H̃ ([0, 1]× [0, 1])に注意する．H̃
を考えることで，p = 0のときを示せばいい
H は [0, 1] × [0, 1] 上一様連続なので，sj :=

j

n
, tk :=

k

n
, j, k ∈ [0, n] とおくと，各小区間

Ij,k := [sj , sj+1]× [tk, tk+1]に対して，nを大きくとれば，Fj,k (s, t) := log (H (s, t))が Ij,k 上で
正則な関数となる
t ∈ [t0, t1]のとき，exp (F0,1 (s1, t)) = H (s1, t) = exp (F1,1 (s1, t))なので，各 t ∈ [t0, t1] , ∃m0,1 (t) ∈
Z, s.t.F0,1 (s1, t) = F1,1 (s1, t) + 2πim0,1 (t)．ここで，m0,1 (t) =

1

2πi
(F0,1 (s1, t)− F1,1 (s1, t))な

ので，m0,1 (t) は t に依存しない整数．言い換えれば，∀t ∈ [t0, t1] ,m0,1 ≡ m0,1 (t)．従って，
∀t ∈ [t0, t1] , F0,1 (s1, t) = F1,1 (s1, t) + 2πim0,1．同様にして，∀j ∈ [0, n− 1] , ∃mj,1 ∈ Z, s.t.∀t ∈
[ti, ti+1] , Fj,1 (sj+1, t) = Fj+1,1 (sj+1, t) + 2πimj,1．すると

F1 (s, t) =


F0,1 (s, t) (s, t) ∈ I0,1

Fj+1,1 (s, t) +

j∑
k=0

2πimk,1 (s, t) ∈ Ij+1,1

(72)

このとき，F1は [0, 1]× [t0, t1]上で連続で，exp (F1 (s, t)) = H (s, t)をみたす
同様に，Fk := [0, 1] × [tk−1, tk]上で連続で，exp (Fk (s, t)) = H (s, t)となるように構成する．
∀s ∈ [0, 1] , exp (Fk (s, tk)) = H (s, tk) = exp (Fk+1 (s, tk))
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∀s ∈ [0, 1] , ∃mk ∈ Z, s.t.Fk (s, tk) = Fk+1 (s, tk)+2πimk,Z 3 mk (s) =
1

2πi
(Fk (s, tk)− Fk+1 (s, tk))

から，∀s ∈ [0, 1] ,mk ≡ mk (s) である．すると，Fk (s, tk+1) = Fk+1 (s, tk) + 2πimk なので，

F (s, t) :=


F1 (s, t) (s, t) ∈ [0, 1]× [0, t1]

Fk+1 (s, t) + 2πi
k∑

l=1

ml (s, t) ∈ [0, 1]× [tk, tk+1]
と定義すれば，[0, 1] × [0, 1]上で

exp (F (s, t)) = H (s, t)をみたす．F (0, t) = log (H (0, t)) = log (γ0 (t)), F (1, t) = log (H (1, t)) =
log (γ1 (t))
Definition 6.2. 曲線の形式和
n 個の曲線 γk の形式和（チェイン）γ := γ1 + · · · + γn =

n∑
k=1

γk，像として，γ∗ =

n⋃
k=1

γ∗k

とする．また，n 個の曲線 γ の形式和を nγ := γ + · · · + γ と書く．各 γk が閉路のとき，
γ := γ1 + · · ·+ γn =

n∑
k=1

γk をサイクルとよぶ．サイクル γ =

n∑
k=1

γk の点 p /∈ γ∗ における指数

（回転数）を Ind (γ, p) :=
n∑

k=1

Ind (γk, p)と定義する

Definition 6.3. ホモロジー同値
D ⊂ Cを開集合とし，γをD内に含まれるサイクルとする．γ∗ ⊂ Dとする．γがD内で 0に
ホモロジー同値であるとは，∀p /∈ D, Ind (γ, p) = 0
γ0, γ1をD内にある閉路とし，γ∗0 , γ∗1 ⊂ Dとする．γ0と γ1がD内でホモロジー同値であると
は，サイクル γ0+γ

−1
1 がD内で 0にホモロジー同値である．言い換えれば，∀p /∈ D, Ind (γ0, p) =

Ind (γ1, p)
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7 Cauchy の積分定理と積分公式
Definition 7.1. 単連結
領域 Ωが単連結である def⇐⇒ Ω内の任意の閉路が Ω内で 0にホモトピー同値である
Remark 7.1.
凸集合や星型領域は単連結である
Theorem 7.1. Cauchy の積分公式
D ⊂ C：開集合で，f : D → C：正則関数とする．γ を D 内の閉路とし，γ が D 内で 0
にホモロジー同値であるとする．言い換えれば，∀p /∈ D, Ind (γ, p) = 0 とする．このとき，
∀z ∈ D \ γ∗, Ind (γ, z) f (z) = 1

2πi

∫
γ

f (ω)

ω − z
dωである

Proof.
γ : D内の円盤でD内で 0にホモロジー同値であるとする．言い換えれば，∀p /∈ D, Ind (γ, p) = 0
とする．γ∗はコンパクトなので，∃R0 > 0, s.t.γ∗ ⊂ D (0, R0)で，|p| ≥ R0 ⇒ Ind (γ, p) = 0となる，
E := {p ∈ C \ γ∗ : Ind (γ, p) = 0}と定義すると，γ∗ ⊂ Dより C = D ∪E で C \D (0, R0) ⊂ E．

E は開集合で，g : D × D → C を g (z, ξ) :=


f (z)− f (ξ)

z − ξ
z 6= ξ

f ′ (z) z = ξ
とし，h : C → C を

h (z) :=


∫
γ
g (z, ξ)dξ z ∈ D∫

γ

f (ξ)

ξ − z
dξ z ∈ C \D ⊂ E

と定義する．D ∩ E 上で，
∫
γ
g (z, ξ)dξ =

∫
γ

f (ξ)

ξ − z
dξ

である．hは整関数で，定数関数 0であるから，z /∈ D \ γ∗のとき

0 = h (z) =

∫
γ
g (z, ξ)dξ (73)

=

∫
γ

f (ξ)− f (z)
ξ − z

dξ (74)

=

∫
γ

f (ξ)

ξ − z
dξ − f (z)

∫
γ

1

ξ − z
dξ (75)

から，Ind (γ, z) f (z) = 1

2πi

∫
γ

f (ξ)

ξ − z
dξ

Theorem 7.2. Cauchy の積分定理
D ⊂ C：開集合で，γ : D内の閉路とする．γ が D内で 0にホモロジー同値であるとする．こ
のとき，任意の D上で正則な関数 f に対して，

∫
γ
f (z)dz = 0が成り立つ

Proof.
f をD上の正則関数とする．∀p ∈ D\γ∗, F (z) := (z − p) f (z) (∀z ∈ D)とすれば，F はD上の正
則関数である．Cauchyの積分公式より，∀z ∈ D\γ∗, Ind (γ, z) (z − p) f (z) = Ind (γ, z)F (z) =
1

2πi

∫
γ

F (ξ)

ξ − z
dξである．p ∈ D \ γ∗は任意なので，p = zととれば，0 =

1

2πi

∫
γ
f (ξ)dξ

Corollary 7.1. Cauchy の積分定理：単連結
Ω ⊂ Cを単連結領域とし，f を Ω上の正則関数とする．このとき，f は Ω上の原始関数 F が
存在する．したがって，Ω内の任意の閉路 γ に対して，

∫
γ
f (z)dz = 0が成り立つ
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Proof.
基底 z0 ∈ Ωを一つとって固定する．∀z ∈ Ω, ∃γcz : [0, 1] → Ωが連続で，γcz (0) = z0, γ

c
z (1) = z

である．この γcz を近似して，区分的に C1 な曲線 γz を作る．この曲線に沿った線積分
F (z) :=

∫
γz

f (ξ)dξが f の原始関数である

Theorem 7.3.
D ⊂ Cを開集合とし，f : D上で正則関数とする．γ := γ1 + · · ·+ γnをD内のサイクルで，D
内で 0にホモロジー同値であるとする．言い換えれば，∀p /∈ D, 0 = Ind (γ, p) =

n∑
k=1

Ind (γk, p)

とする．このとき，∀z ∈ D\γ∗かつ
∫
γ
f (z)dz = 0に対して，Ind (γ, z) f (z) = 1

2πi

∫
γ

f (ω)

ω − z
dω

である
Corollary 7.2. 積分路の変更
D ⊂ Cを開集合とし，f をD上の正則関数とする．γ0, γ1をD内の閉路とし，γ0 ∼

D
γ1とする．

このとき，
∫
γ0

f (z)dz =
∫
γ1

f (z)dzである

Proof.
γ0 ∼

D
γ1 より，γ := γ0 + γ−1

1 は D 内で 0 にホモロジー同値である．この γ に対して，0 =∫
γ
f (z)dz =

∫
γ0

f (z)dz +
∫
γ−1
1

f (z)dz =
∫
γ0

f (z)dz −
∫
γ1

f (z)dz

Corollary 7.3. Cauchy の微積分公式（一般）
D ⊂ Cを開集合とし，γ := γ1+· · ·+γmをD内のサイクルで，D内で 0にホモロジー同値である
とする．さらに f をD上の正則関数とする．このとき，∀n ∈ N, ∀z ∈ D\γ∗, Ind (γ, z) f (n) (z) =
n!

2πi

∫
γ

f (ω)

(ω − z)n+1dω

Proof.
Ind (γ, z) =

m∑
k=1

Ind (γk, z) ,
∫
γ

f (ω)

(ω − z)n+1dω =
m∑
k=1

∫
γk

f (ω)

(ω − z)n+1dωより，γ が閉路で 0にホ

モロジー同値であるときに示せばいい．∀z /∈ γ∗ を固定し，dist (z, γ∗) > 0 なので，∃r0 >
0, s.t.D (z, r0) ⊂ C \ γ∗ である．言い換えれば，∀ω ∈ D (z, r0) , Ind (γ, z) = Ind (γ, ω) で，
lim
ω→z

Ind (γ, z)− Ind (γ, ω)
z − ω

= 0である．よって，Ind (γ, ·)は微分可能である

n = 1のとき，Cauchy の積分公式より，∀z ∈ D \ γ∗, Ind (γ, z) f (z) = 1

2πi

∫
γ

f (ω)

ω − z
dω であ

り，両辺を微分すればいい
n ≥ 2のとき，∀z ∈ D \ γ∗, Ind (γ, z) fn (z) = n!

2πi

∫
γ

f (ω)

(ω − z)n+1dωであると仮定する．両辺を

微分すれば Ind (γ, z) f (n+1) (z) =
(n+ 1)!

2πi

∫
γ

f (ω)

(ω − z)n+2dωである
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8 留数定理
Proposition 8.1.
f を D (z0, R) \ {z0} 上の正則関数とする．γ : D (z0, R) \ {z0} に含まれるサイクルで，z0 ∈
C, R > 0とする．このとき， 1

2πi

∫
γ
f (z)dz = Ind (γ, z0)Res (f, z0)が成り立つ

Proof.
γ∗ はコンパクトで，z0 /∈ γ∗ なので，0 < r1 < dist (z0, γ∗) < r2 < R となるように r2 を
とっておくと，γ∗ ⊂ A (z0 : r1, r2) に注意すると，f の z0 における Laurent 級数 f (z) =
∞∑
n=0

an (z − z0)n +
∞∑
n=1

a−n

(z − z0)n
は A (z0 : r1, r2)上で一様収束するから，γ∗ 上でも一様収束す

る．よって，項別積分可能である．すると∫
γ
f (z)dz =

∞∑
n=0

an

∫
γ
(z − z0)n dz +

∞∑
n=1

a−n

∫
γ

1

(z − z0)n
dz (76)

ここで，m ∈ Z \ {−1}のとき， ddz

(
(z − z0)m+1

m+ 1

)
= (z − z0)m で，γ = γ1 + · · · + γl なので，∫

γ
(z − z0)m dz =

l∑
k=1

∫
γk

(z − z0)m dz = 0．m = −1のとき，閉路の回転数の定義から

Ind (γk, z0) = 1

2πi

∫
γk

1

z − z0
dz (77)

で，kに関して和をとると

Ind (γ, z0) = 1

2πi

l∑
k=1

∫
γk

1

z − z0
dz = 1

2πi

∫
γ

1

z − z0
dz (78)

すると，
∫
γ
f (z)dz = a−1 · 2πiInd (γ, z0)

Remark 8.1.
γ (t) := z0+re

it (0 < r < R, t ∈ [0, 2π])のとき，Ind (γ, z0) = 1なので，Res (f, z0) = 1

2πi

∫
γ
f (z)dz

となる
Theorem 8.1. 留数定理
D ⊂ C を開集合とし，p1, . . . , pm ∈ D で，f : D \ {p1, . . . , pm} 上で正則とする．γ を D \
{p1, . . . , pm} 内のサイクルで，D 内で 0 にホモロジー同値であるとする．言い換えれば，
∀p /∈ D, Ind (γ, p) = 0 とする．このとき， 1

2πi

∫
γ
f (z)dz =

m∑
k=1

Ind (γ, pk)Res (f, pk) が成

り立つ
Proof.
γ1 ∼ c1 を 2 周で，γ2 ∼ c2 を −1 周とする．Ind (γ1, p1) = 2Ind (c1, p1) , Ind (γ2, p2) =
−Ind (c2, p2) である．γ̃ := γ + 2c−1

1 + (−1) c−1
2 とすれば，γ̃ が D \ {p1, p2, . . . , pm} 内で 0

にホモロジー同値であることが示れば，γ̃ にCauchy の積分定理を適用すれば

0 =

∫
γ̃
f (z)dz =

∫
γ
f (z)dz +

∫
2c−1

1 −c−1
2

f (z)dz (79)

=

∫
γ
f (z)dz − 2

∫
c1

f (z)dz +
∫
c2

f (z)dz (80)

各特異点 pk を中心をして，半径 r > 0を十分小よくとった円周 Ck で

23



みかん猫

• k 6= j ⇒ D (pk, 2r) ∩D (pj , 2r) = ∅

• C∗
k ⊂ D \ {p1, . . . , pm}

となるようにしておく．Nk := Ind (γ, pk) ∈ Zとおき，γ̃ := γ +

m∑
k=1

NkC
−1
k と定義する．する

と，γ̃はD \ {p1, . . . , pm}内で 0にホモロジー同値，D \ {p1, . . . , pm}上で f と γ̃にCauchyの
積分定理を適用すれば

0 =

∫
γ̃
f (z)dz (81)

=

∫
γ
f (z)dz +

m∑
k=1

Nk

∫
C−1

k

f (z)dz (82)

よって，
∫
γ
f (z)dz = 2πi

m∑
k=1

Ind (γ, pk)Res (f, pk)である
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9 偏角の原理とRouché の定理
Proposition 9.1.
f : D (p,R) \ {p}上正則とし，p ∈ C, R > 0とする．また，pを f の n次の零点または極とす
る．このとき，pは f ′

f
の一次の極であり，Res

(
f ′

f
, p

)
=

{
n pは零点
−n pは極

Proof.
pが n次の零点のとき，pの近傍で正則な関数 gを用いて，f (z) = (z − p)n g (z) , g (p) 6= 0と
書けるので，f ′ (z) = n (z − p)n−1 g (z) + (z − p)n g′ (z)より，f ′ (z)

f (z)
=

n

z − p
+
g′ (z)

g (z)
である．

主要部は n

z − p
であるから，pは f ′

f
の位数 1の極で，Res

(
f ′

f
, p

)
= nである

pが n次の極のとき，pの近傍で Laurent 展開すると

f (z) =

∞∑
m=0

am (z − p)m +
a−n

(z − p)n
+ · · ·+ a−1

z − p
(83)

=
1

(z − p)n

{ ∞∑
m=0

am (z − p)m+n + a−n + · · ·+ a−1 (z − p)n−1

}
(84)

f ′ (z) =
−n

(z − p)n+1h (z) +
h′ (z)

(z − p)n
(85)

となるので，f ′ (z)

f (z)
=
−n
z − p

+
h′ (z)

h (z)
である．よって，Res

(
f ′

f
, p

)
= −nである

Theorem 9.1. 偏角の原理（Argument Principle）
D ⊂ Cを開集合とし，f は D上の正則関数とする
• γ を D内の閉路とし，∀z ∈ γ∗, f (z) 6= 0

• γ が D内で 0にホモロジー同値であるとする．言い換えれば，∀p /∈ D, Ind (γ, p) = 0

と仮定すると，Ind (γ, 0) 6= 0となる f の零点 p ∈ Dは高々有限個で
1

2πi

∫
γ

f ′ (z)

f (z)
dz =

∑
p∈D

f(p)=0

Ind (γ, p)µ (p, f) (86)

ここで，µ (p, f)は pの位数である
Proof.
γ∗ ⊂ D なので，γ∗ ⊂ Ω となる D の連結成分 Ω をとる．∞ ≥ δ0 := dist (γ∗, ∂Ω) > 0，
0 < δ <min {δ0, 1}に対して，Ωδ := {z ∈ Ω : dist (z, ∂Ω) > δ}とすれば，γ∗ ⊂ Ωδ である．γ∗
はコンパクトなので，十分大きな R > 0を取れば，γ∗ ⊂ D (0, R)∩Ωδ．γ∗を含む Ωδ ∩D (0, R)

の連結成分を Ω′とする．f の Ω′に含まれる f の零点が高々有限個である．Ω′上で f ′

f
に留数

定理を使えば，f
′

f
は Ω′から有限個の点 p1, . . . , pN を除いたところでは正則．さらに，]γは Ω′
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内で 0にホモロジー同値であるので，留数定理より

1

2πi

∫
γ

f ′ (z)

f (z)
dz =

N∑
k=1

Ind (γ, pk)Res
(
f ′

f
, pk

)
(87)

=

N∑
k=1

Ind (γ, pk)µ (pk, f) (88)

=
∑
p∈D

f(p)=0

Ind (γ, p)µ (p, f) (89)

p ∈ Dかつ p /∈ Ωのとき，γ∗ ⊂ Ωで，p /∈ Ωなので，pを含む連結成分をDpとして，q ∈ ∂Dp

をとると，q /∈ Dなので，仮定より，Ind (γ, q) = 0である．Ind (γ, ·)は各連結成分上一定値
かつ C \ γ∗上で連続なので，Ind (γ, p) = Ind (γ, q) = 0である
p ∈ Ω \ Ω′ のとき，p ∈ Ω \ Ωδ′ (δ < δ′ < δ0) , q ∈ ∂Ω ⊂ Dc で，pと同じ Ω \ Ωδ′ の連結成分を
に含まれるものを取れば，Ind (γ, p) = Ind (γ, q) = 0である
Theorem 9.2. 偏角の原理
f : D → Cを有理型関数とし，D ⊂ Cを開集合とする．また
• γ は D内のサイクルで，γ∗上に f の零点も極も含まない
• γ は D内で 0にホモロジー同値である

このとき，Ind (γ, 0) 6= 0となる f の零点と極は高々有限個で
1

2πi

∫
γ

f ′ (z)

f (z)
dz =

∑
q∈Zf

Ind (γ, q)µ (q, f)−
∑
p∈Pf

Ind (γ, p)µ (p, f) (90)

ただし，Zf := {q ∈ D : f (q) = 0} , Pf :=
{
p ∈ D : pはfの極}

Proof.
γ = γ1 + · · · + γn とし，各 γj は閉路とする．各 γi を含む D の連結成分を Ωj とおき，
γ∗j ⊂ Ω′

j ⊂ Ω
′
j ⊂ Ωj ∩ D (0, Rj) となるように作り，Ω′ :=

n⋃
j=1

Ω′
j とする．命題より，p が

f の極（p ∈ Pf）⇒ p は f ′

f
の一位の極で，Res

(
f ′

f
, p

)
= −µ (p, f) である．p が f の零点

（p ∈ Zf）⇒ Res
(
f ′

f
, p

)
= µ (p, f)である．すると，γは Ω′内で 0にホモロジー同値であるの

で，p ∈ D \ Ω′ ⇒ Ind (γ, p) = 0にも注意すれば，留数定理より
1

2πi

∫
γ

f ′ (z)

f (z)
dz =

∑
p∈(Zf∪Pf)∩Ω′

Ind (γ, p)Res
(
f ′

f
, p

)
(91)

=
∑
p∈Zf

Ind (γ, p)µ (p, f)−
∑
p∈Pf

Ind (γ, p)µ (p, f) (92)

Theorem 9.3. Rouché の定理
f, g : D (z0, R)上で正則とする．∀z ∈ ∂D (z0, R) , |f (z)− g (z)| < |f (z)|とする．このとき，f
と g の零点の個数（重複度込み）で等しいである．言い換えれば

∑
p∈Zf

µ (p, f) =
∑
q∈Zg

µ (q, f)

である
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Proof.
f (z) = 0 ⇒ |f (z)| ≤ |f (z)− g (z)| , g (z) = 0 ⇒ |f (z)| = |f (z)− g (z)|から，f と g の零点は
∂D (z0, R)上に存在しないことに注意すると，∀z ∈ ∂D (z0, R) ,

∣∣∣∣1− g (z)

f (z)

∣∣∣∣ < 1である．言い換
えれば Ind (h ◦ γ, 0) = 0である．すると，偏角の原理より

0 = Ind (h ◦ γ, 0) (93)
=

1

2πi

∫
γ

h′ (z)

h (z)
dz (94)

=
1

2πi

∫
γ

g′ (z)

g (z)
dz − 1

2πi

∫
γ

f ′ (z)

f (z)
dz (95)

=
∑
q∈Zg

Ind (γ, q)µ (q, g)−
∑
p∈Zf

Ind (γ, p)µ (p, f) (96)

よって，
∑
p∈Zf

µ (p, f) =
∑
q∈Zg

µ (q, g)

Theorem 9.4. Hurwitz の定理
f : D (z0, R) (z0 ∈ C, R > 0)上で正則で，∀n ∈ N, fn : D (z0, R)上で正則な関数列でとする
• fn → f は ∂D (z0, R)上で一様収束する
• ∀z ∈ ∂D (z0, R) , f (z) 6= 0

このとき，十分大きな nに対して，f と fnのD (z0, R)内にある零点の個数は重複度込みで等
しい．言い換えれば ∃n0 ∈ N, ∀n ≥ n0,

∑
p∈Zf

µ (p, f) =
∑

q∈Zfn

µ (q, fn)

Proof.
D := D (z0, R)とおくと，min

z∈∂D
|f (z)| > 0であり，max

z∈∂D
|f (z)− fn (z)|

n→∞−→ 0なので，十分大き
な nに対して，max

z∈∂D
|f (z)− fn (z)| < min

z∈∂D
|f (z)|である．Rouchéの定理より，

∑
p∈Zf

µ (p, f) =∑
q∈Zfn

µ (q, fn)

Corollary 9.1.
f, fn : D (z0, R) (z0 ∈ C, R > 0)上で正則で，f はD (z0, R)上で定数でなく，fn → f はD (z0, R)
上広義一様収束とする．このとき
1. D (z0, R)内の零点を持たないような部分列 {fnk

}が取れる
2. 各 fnが単射⇒ f も単射

Proof. D := D (z0, R)とおく
1. f の零点は孤立していて，D はコンパクトなので，Zf

(
D
) は有限集合で，∞ ≥ δ0 :=

dist (∂D,Zf (D)) > 0である．0 < δ <min {δ0, R}とすれば，Zf (D) ⊂ D (z0, R− δ) =: Dδ

であり，∂Dδ ∩ Zf = ∅である．この Dδ 上で f と fn に対して Hurwitz の定理を適用
すれば，fn は D 上で f に広義一様収束する．∂Dδ ⊂ D はコンパクトなので，fn は
∂Dδ 上で f に一様収束する．fn, f は Dδ ⊂ D上で正則なので，十分大きな nに対して，∑
p∈Zf (Dδ)

µ (p, f) =
∑

q∈Zfn (Dδ)

µ (q, fn)なので，右辺で Zfnk
(Dδ) = ∅となるような nk をと

れば，Zf (D) = Zf (Dδ) = ∅である
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2. 対偶で示す．そこで，f が単射でないとする．このとき，∃z ∈ D, ∃w ∈ D, s.t.z 6= w

かつ f (z) = f (w)である．
{
h (ξ) := f (ξ)− c
hn (ξ) := fn (ξ)− c

とする．z 6= w なので，十分小さな
r > 0を取れば，D (z, r) , D (w, r) ⊂ D かつ D (z, r) ∩D (w, r) = ∅とできる．各開円板
D (z, r) , D (w, r)上で f は定数でないので，hも定数でない．この hに対して，D (z, r)
と D (w, r)上で (1) の対偶を適用すれば，各 D (z, r)と D (w, r)上で零点を持つような
hnは高々有限個である．したがって，十分大きな nに対して，hnは D (z, r)と D (w, r)
の両方で零点を持つ
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10 開写像定理と逆関数定理
Proposition 10.1.
f : z0 ∈ Cの近傍で正則で，z0を f の位数 nの零点とする．このとき，∃r > 0, ∃δ > 0, s.t.∀α ∈
D (0, δ) \ {0} ,# {z ∈ D (z0, r) : f (z) = α} = n = # {z ∈ D (z0, r) : f (z) = 0}

Proof.
f は D (z0, r) 上で正則で，D (z0, r) 内に z0 以外の零点を持たないとする．z0 は f の位数
n の零点なので，∃h : D (z0, 2r) 上正則で，h (z0) 6= 0 かつ f (z) = (z − z0)n h (z) と書け
る．∂D (z0, r) 上に f の零点はないから，δ := min {|f (z)| : z ∈ ∂D (z0, r)} > 0 とおけば，
α ∈ D (0, δ) \ {0}を任意に取って固定する．gα (z) := f (z) − αとおくと，Rouché の定理よ
り，# {z ∈ D (z0, r) : gα (z) = 0} = # {z : f (z) = 0} = nである
Corollary 10.1.
z0 ∈ C, R > 0，f をD (z0, R)上正則とし，f ′ (z0) 6= 0とする．このとき，十分小さな δ > 0を
取れば，f : D (z0, R)∩ f−1 (V )→ V が全単射になるようにできる．ここで，V := D (f (z0) , δ)
とする
Proof.
F (z) := f (z)− f (z0)に対して
0 < ∃r < R, ∃δ > 0, s.t.∀α ∈ D (0, δ) \ {0} ,# {z ∈ D (z0, r) : F (z) = α} = 1．言い換えれば，
F : D (z0, r) ∩ F−1

(
Ṽ
)
→ Ṽ は全単射である．ここで，Ṽ := D (0, δ) , V := D (f (z0) , δ)であ

る．すると，F は平行移動だったので，f : D (z0, r) ∩ f−1 (V )→ V も全単射である
Corollary 10.2.
f は開集合 D 上で正則であるとする．このとき，∀z ∈ D, ∃ξ ∈ D, ∃η ∈ D, s.t.ξ 6= η かつ
f ′ (z) =

f (ξ)− f (η)
ξ − η

である

Proof.
z ∈ Dを任意に取って固定する．g (w) := f (w)− f ′ (z)wと定める．このとき，gはD上で正
則で，g′ (w) = f ′ (w)− f ′ (z)より，g′ (z) = 0である．Ωを zを含む Dの連結成分とする
g が Ω 上で定数のとき，∃C ∈ C, s.t.∀z ∈ Ω, g (z) = C ⇐⇒ f (w) = f ′ (z)w + C なので，
∀ξ, ∀η ∈ Ω, f (ξ)− f (η) = f ′ (z) (ξ − η)である．ξ 6= ηとなるものを取れば良い
gが Ω上で定数でないとき，h (w) := g (w)−g (z)とすれば，zは hの零点で，h′ (z) = g′ (z) = 0
より位数は 2以上である
• h′が定数のとき，h′ ≡ c ⇐⇒ g′ ≡ cで，このとき，zの近傍で g (w) = g (z)+ c (w − z) =
g (z) ⇐⇒ f (w) = f (z) + g (z) + f ′ (z)w なので，z の近傍で異なる二点 ξ, η を取れば，
f (ξ)− f (η) = f ′ (z) (ξ − η)である
• h′ が定数でないとき，h′ の零点も孤立しているので，十分小さな r0 > 0 を取れば，
∀w ∈ D (z, r0)\{z} ⊂ Ω, h′ (w) 6= 0である．このD (z, r0)で hに対して，0 < ∃r < r0, ∃δ >
0, s.t.∀α ∈ D (0, δ) \ {0} ,# {w ∈ D (z, r) : h (w) = α} ≥ 2．ここで，H (w) = h (w)− αか
ら，H ′ (w) = h′ (w) 6= 0の零点の位数は 1なので，D (z, r)内の H の零点は二個以上で
ある．言い換えれば ∃ξ 6= ∃η ∈ D (z, r) \ {z} , s.t.h (ξ) = α = h (η) ⇒ g (ξ) = g (η) ⇐⇒
f (ξ)− f ′ (z) ξ = f (η)− f ′ (z) η

Theorem 10.1. 開写像定理
Ω ⊂ Cを領域とし，f : Ω上正則で一定値を取らないとする．このとき，f は開写像である．言
い換えれば，D ⊂ Ωが開集合のとき，f (D)も開集合である．特に，f (Ω)は領域である
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Proof.
D ⊂ Ωを開集合とする．z0 ∈ D を任意にとって固定する，r0 > 0が十分小で，D (z0, r0) ⊂
Ω, F (z) := f (z)− f (z0)とすると，F は定数でなく，z0は F の零点である．0 < ∃r < r0, ∃δ >
0, s.t.∀α ∈ D (0, δ) \ {0} ,# {z ∈ D (z0, r) : F (z) = α} = z0 の位数 > 0 である．言い換えれ
ば，F−1 (D (0, δ)) ⊂ D (z0, r) ⇐⇒ f−1 (D (f (z0) , δ)) ⊂ D (z0, r)．よって，D (f (z0) , δ) ⊂
f (D (z0, r)) ⊂ f (D)である
Theorem 10.2. 逆関数定理
f を開集合 D 上で正則とし，z0 ∈ D で f ′ (z0) 6= 0 とする．このとき，∃U : z0 の開近傍，
∃V : f (z0)の開近傍
• f |V : U

∼=−→ V は同相

• g := (f |V )−1 : V → U は正則で，∀w ∈ V, g′ (w) = 1

f ′ (z)

∣∣∣∣
z=g(w)

Proof.
f ′ (z0) 6= 0なので，∃R > 0, ∃δ > 0, s.t.D (z0, R) ⊂ Dかつ f ′ 6= 0で，f : D (z0, R) ∩ f−1 (V )→
D (f (z0) , δ)が全単射となる．各 U の連結成分ごとに開写像定理を適用すれば，f |U : U → V
は開写像で，g := (f |U )−1 : V → U は連続である．よって，U ∼= V であり，U は領域
である．ω∗ ∈ V を任意に取り，z∗ := g (ω∗) とおく．各 ω ∈ V に対する z ∈ U を zω と
書く．言い換えれば，g (ω) = zω で，f (zω) = ω である．このとき，f |U の単射性から，
ω 6= ω∗ ⇒ zω = g (ω) 6= g (ω∗) = z∗．また，gは連続なので，ω → ω∗ ⇒ zω = g (ω)→ g (ω∗) = z∗
である．以上より，f (z∗) = ω∗ 6= ω = f (zω) ∈ V のとき

g (ω)− g (ω∗)

ω − ω∗
=

zω − z∗
f (zω)− f (z∗)

(97)

=
1

f(zω)−f(z∗)
zω−z∗

ω→ω∗−→ 1

f ′ (z∗)
(98)

以上より，gは ω∗で微分可能で

g′ (ω∗) = lim
ω→ω∗

g (ω)− g (ω∗)

ω − ω∗
=

1

f ′ (z∗)
(99)

Theorem 10.3. Lagrange の公式
f を開集合D上で正則とし，f ′ (z0) 6= 0とする．逆関数定理より，∃ϵ > 0, ∃δ > 0, s.t.D (z0, ϵ) ⊂
U ∼= V ⊃ f (D (z0, ϵ)) ⊃ D (f (z0) , δ)．この D (f (z0) , δ) 上で f の逆関数 g は g (ω) =
1

2πi

∫
γϵ

zf ′ (z)

f (z)− ω
dzと表示される．ここで，γϵ (θ) := z0 + ϵeiθ, θ ∈ [0, 2π]である

Proof.
ω∗ ∈ D (f (z0) , δ) を任意に取って固定する．h (z) :=

zf ′ (z)

f (z)− ω∗
とおくと，h の高々極は

f (z) = ω∗で位数は 1以下である．hに対して，留数定理を適用すれば
1

2πi

∫
γϵ

h (z)dz = Res (h, z∗) (100)

= lim
z→z∗

(z − z∗)h (z) = lim
z→z∗

(z − z∗) zf ′ (z)
f (z)− f (z∗)

(101)

=
z∗

f ′ (z∗)
· f ′ (z∗) = z∗ = g (ω∗) (102)
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Theorem 10.4. Lagrange の反転公式
f を開集合 D 上で正則とし，f ′ (z0) 6= 0とする．g = (f |U )−1 の ω0 := f (z0)を中心とした
Taylor 級数は g (ω) = g (ω0) +

∞∑
n=1

bn (ω − ω0)
nで

bn =
1

n
Res

(
1

(f − ω0)
n , z0

)
(103)

=
1

n!

dn−1

dzn−1

((
z − z0

f (z)− ω0

)n) ∣∣∣∣
z=z0

(104)

Remark 10.1.

b1 =
z − z0

f (z)− f (z0)

∣∣∣∣
z=z0

=
1

f ′ (z0)
= g′ (ω0) (105)

Proof.
δ ≥min {|f (z)− ω0| : z ∈ γ∗ϵ } > 0に注意して，ω ∈ D (ω0, δ)をとり hを書き直すと

h (z) =
zf ′ (z)

f (z)− ω ± ω0
(106)

=
zf ′ (z)

f (z)− ω
· 1

1− ω − ω0

f (z)− ω0

(107)

=
zf ′ (z)

f (z)− ω
·

∞∑
n=0

(
ω − ω0

f (z)− ω0

)n

(108)

ここで，z ∈ γ∗ϵ , ω ∈ D (ω, δ)のとき，
∣∣∣∣ ω − ω0

f (z)− ω0

∣∣∣∣ ≤ |ω − ω0|
δ

< 1なので，
∞∑
n=0

(
ω − ω0

f (z)− ω0

)n

は γ∗ϵ 上で一様収束する．よって

g (ω) =
1

2πi

∫
γϵ

h (z)dz (109)

=
1

2πi

∞∑
n=0

(ω − ω0)
n
∫
γϵ

zf ′ (z)

(f (z)− ω0)
n+1dz (110)

d
dz

z

(f (z)− ω0)
n =

1

(f (z)− ω0)
n − n

zf ′ (z)

(f (z)− ω0)
n+1 なので

bn =
1

2πi

∫
γϵ

zf ′ (z)

(f (z)− ω0)
n+1dz (111)

=
1

2πi
· 1
n

(∫
γϵ

1

(f (z)− ω0)
ndz −

∫
γϵ

d
dz

z

(f (z)− ω0)
ndz

)
(112)

=
1

n
· 1

2πi

∫
γϵ

1

(f (z)− ω0)
ndz (113)

=
1

n
Res

(
1

(f − ω0)
n , z0

)
(114)

ここで，z0は f − f (z0)の位数 1の零点なので，f (z)− ω0 = f (z)− f (z0) = (z − z0)Φ (z)を
注意すると

z − z0
f (z)− ω0

=
1

Φ (z)
(115)
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で z0の近傍で正則であり， 1

(f (z)− ω0)
n =

1

(z − z0)n
(

z − z0
f (z)− ω0

)n

に注意すれば

Res
(

1

(f − ω0)
n , z0

)
=

1

(n− 1)!

dn−1

dzn−1

(
z − z0

f (z)− ω0

)n ∣∣∣∣
z=z0

(116)

Corollary 10.3.
f を z0の近傍で正則とするとき，以下は同値
• f ′ (z0) 6= 0

• f は z0の近傍で単射
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11 写像の等角性
Definition 11.1. 等角・等角写像
f を開集合D上で正則とする．f が z0 ∈ D上で等角であるとは，z0を通る任意の滑らかな二
本の曲線 γ1, γ2 の z0 でのなす角が f で写した曲線 f ◦ γ1, f ◦ γ2 の f (z0)でのなす角が向きを
込めて等しい
f は等角写像であるとは，f は定義域内の任意の点で等角である
Remark 11.1.
t 6= 0 のとき，θ (t) = arg γ (t) − arg γ (0) = arg γ (t)− γ (0)

t
で，t → 0 として，lim

t→0
θ (t) =

arg γ′ (0)なので，等角であること

arg γ′1 (0)− arg γ′2 (0) = arg (f ◦ γ1)′ (0)− arg (f ◦ γ2)′ (0) (117)

は

lim
t→0
arg (γ1 (t)− γ1 (0))− lim

t→0
arg (γ2 (t)− γ2 (0)) (118)

= lim
t→0
arg (f (γ1 (t))− f (z0))− lim

t→0
arg (f (γ2 (t))− f (z0)) (119)

Theorem 11.1.
f は z0の近傍で正則で，f ′ (z0) 6= 0とする．このとき，f は z0で等角である
Proof.
γ1, γ2を (−1, 1)→ Cの C1級とし，γ1 (0) = z0 = γ2 (0)とする．また，γ′1 (0) 6= 0, γ′2 (0) 6= 0と
する．f は z0で微分可能なので，γ̃′k (0) = f ′ (γk (0)) γ

′
k (0) 6= 0である

arg γ̃′2 (0) = arg f ′ (z0) + arg γ′2 (0) (120)
arg γ̃′1 (0) = arg f ′ (z0) + arg γ′1 (0) (121)

φ = arg γ̃′2 (0)− arg γ̃′1 (0) (122)

Remark 11.2. f ′ (z0) 6= 0 ⇐⇒ z0 の近傍で f は単射だったので，f は開集合 D上で正則か
つ単射であるとき，f と f−1 : f(D)→ Dはともに等角写像である
Theorem 11.2.
f はD (z0, r)上正則とし，f ′ (z0) = · · · = f (n−1) (z0) = 0, f (n) (z0) 6= 0とする．このとき，z0を
通る任意の滑らかな曲線 γ1 と γ2 の f による像 f ◦ γ1 と f ◦ γ2 の f (z0)でのなす角は，元の
γ1と γ2のなす角の n倍となる
Proof.
γk : (−1, 1)→ Cを C1 級とし，γk (0) = z0, γ

′
k (0) 6= 0とする．γ̃k := f ◦ γk とおく．f の z0 で

展開して，仮定より

f (z) = f (z0) + (z − z0)n
∞∑
k=0

an+k (z − z0)k (123)

と書けるので

arg (f (γk (t))− f (z0)) = arg ((γk (t)− z0)n g (γk (t))) (124)
= arg ((γk (t)− z0)n) + arg (g (γk (t))) (125)
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で

arg γ̃′2 (0)− arg γ̃′1 (0) t to0←− arg
(
f (γ2 (t))− f (z0)

t

)
− arg

(
f (γ1 (t))− f (z0)

t

)
(126)

= n

[
arg

(
γ2 (t)− γ2 (0)

t

)
− arg

(
γ1 (t)− γ1 (0)

t

)]
(127)

+ arg g (γ2 (t))− arg g (γ1 (t)) (128)
t→0−→ n

(arg γ′2 (0)− arg γ′1 (0))+ arg g (z0)− arg g (z0) (129)

Theorem 11.3.
U を z0 の開近傍とし，f を z0 での等角写像とする．また，x0 := Rez0, y0 := Imz0 とおくと，
u := f ◦ J, v := f ◦ J が J−1 (U) 4上で C1 級とする．このとき，f は z0 で微分可能である．ま
た，J (x, y) := x+ iyである
Proof.
f (γθ (t)) = u (xt, yt) + iv (xt, yt)で，tで微分すると

d
dtf (γθ (t)) = ux cos θ + uy sin θ + i (vx cos θ + vy sin θ) (130)

|θ| < π

2
に対して，γθ (t) := z0+te

iθ t ≥ 0,

{
xθ (t) := x0 + t cos θ
yθ (t) := y0 + t sin θ とおくと，Reγθ = xθ, Imγθ =

yθ で f (γθ (t)) = u (xθ (t) , yθ (t)) + iv (xθ (t) , yθ (t))となる．このとき，仮定から，t ≈ 0で tに
関して微分可能なので，合成関数の微分法より

d
dtf (γθ (t)) |t=0 = ux cos θ + uy sin θ + i (vx cos θ + vy sin θ) (131)

=
1

2
eiθ (ux + vy + i (vx − uy)) +

1

2
e−iθ (ux − vy + i (vx + uy)) (132)

f は z0 で等角で，γ0 と γθ のなす角は θ なので，f ◦ γ0 と f ◦ γθ のなす角も θ である．した
がって

d
dtf (γθ (t)) |t=0 ×e−iθ =

1

2

[
ux + vy + i (vx − uy) + e−2iθ (ux − vy + i (vx + uy))

]
(133)

から，ux − vy + i (vx + uy) = 0である．言い換えれば，
{
ux = vy

uy = −vx

Theorem 11.4.
f は開集合 D上で等角で，Re (f ◦ J) , Im (f ◦ J)は J−1 (D)上で C1 級とする．このとき，f
は D上で正則で，∀z ∈ D, f ′ (z) 6= 0

Proof.
∀z0 ∈ D に対して，f は z0 で微分可能である．z0 ∈ D は任意なので，f は D 上正則とな
る z0 ∈ D を任意にとる．f の等角性から，f は z0 を含む連結成分上で定数ではないので，
∃n0 ∈ N, s.t.f (n0) (z0) 6= 0 である．N := min

{
n ∈ N : f (n) (z0) 6= 0

}
とすると，N < ∞ で，

f ′ (z0) = · · · = f (N−1) (z0) = 0, f (N) (z0) 6= 0となるが，N ≥ 2だとすると，f は z0で等角でな
いことに矛盾するので，N = 1である．したがって，f ′ (z0) 6= 0

Example 11.1.
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• 平行移動 0 6= h ∈ Cに対して，z 7→ z + hは d
dt (z + h) = 1 6= 0から同相であり，等角写

像である

• 縮尺 0 6= c ∈ Cに対して，z 7→ cz は d
dt (cz) = c 6= 0から，c = λ ∈ Rのとき等角写像

である
Definition 11.2. 等角同値
U, V ⊂ Cを開集合とし，U と V が等角同値であるとは，∃f : U → V が正則かつ全単射である
Example 11.2.

• ddz
(
eiz
)
= ieiz 6= 0から，指数関数 eiz は等角同値である

• H := {z ∈ C : Imz > 0} , I := {z ∈ C : 0 < Imz < π}より，対数関数 log z は H と I の
間の等角同値である

• f (z) = 1

2

(
z +

1

z

)
とすると，f (z) = f

(
1

z

)
, f ′ (z) =

z2 − 1

2z2
で，H := D (0, 1)\{0} , I :=

C \ [−1, 1]とすると，f は H と I の間の等角同値であり，Joukowski 変換である

• F (z) =
1 + z

1− z
, F−1 (w) =

w − 1

w + 1
とすると

メビウス変換 F は D (0, 1)と {z ∈ C : Rez > 0, Imz > 0}の間の等角同値である

• G (z) =
i− z
i+ z

,G−1 (w) = i
1− w
1 + w

とすると，Gは {z ∈ C : Imz > 0}と D (0, 1)の間の等
角同値である
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12 Riemann球面
Definition 12.1. Riemann 球面
Cに∞を加えた集合 C∞ := C ∪ {∞}とする

P̃ (∞) := N (0, 0, 1) とし， ⃗
NP̃ = tN⃗Q, 0 < t < 1 とする．また，


X = tx

Y = ty

Z − 1 = −t
とおけば，

P̃ ∈ S2 ⇐⇒ X2 + Y 2 + Z2 = 1であるので，t = 2

x2 + y2 + 1
となる．これより

X =
2x

x2 + y2 + 1

Y =
2y

x2 + y2 + 1

Z =
x2 + y2 − 1

x2 + y2 + 1

⇒


x =

X

1− Z
y =

Y

1− Z

(134)

これより，P̃ : C∞ → S2は全単射である．また
C∞ S2

z = 0 南極 (0, 0,−1)
∞ 北極 (0, 0, 1)

|z| → ∞ P̃ (z)→ N (0, 0, 1)
単位円内部 |z| < 1 南半球 z < 0
単位円周 |z| = 1 赤道 z = 0
単位円外部 |z| > 1 北半球 z > 0

円周 |z| = R > 0 緯線 z =
R2 − 1

R2 + 1

Remark 12.1.
P̃ : C∞ → S2とする．C∞には P̃ から誘導された（逆像）位相が入る．言い換えれば，P̃ を連
続とする最弱位相．よって，

{
P̃−1 (U) : UはS2の開集合

}
．実は C∞ := C∪ {∞}なので，一点

コンパクト化としての位相が考えられるが，これは P̃ から誘導された位相と一致する．∞の
開近傍は V (∞, r) :=

{
ω ∈ C : |ω| > 1

r

}
∪ {∞}である

Theorem 12.1.
C∞は点列コンパクト．言い換えれば，C∞内の任意の点列は収束部分列をもつ
Proof.
{zn} ⊂ C∞ とする．このとき，

{
P̃ (zn)

}
n
は S2 内の点列である．S2 はコンパクトなの

で，
{
P̃ (znk

)
}
k
は収束部分列をもつ．P̃ (znk

) → (X∞, Y∞, Z∞) ∈ S2 とおけば，znk
→

P̃−1 (X∞, Y∞, Z∞) =: z∞．言い換えれば，dist (znk
, z∞) = distR2

(
P̃ (znk

) , P̃ (z∞)
)
→ 0

となる

Remark 12.2. ω → ∞ ⇐⇒ 1

ω
→ 0 より，f : V (∞, r) → C が ∞ で微分可能である

⇐⇒ F (z) := f

(
1

z

)
が 0で微分可能である．すると，f が {z ∈ C : r < |z| <∞}上で正則で

あるとき，F (z) = f

(
1

z

)
は V

(
0,

1

r

)
\ {0}上で正則であり，0は F の孤立特異点である

Proposition 12.1.
f を定数でない整関数とし，F (z) := f

(
1

z

)
とする．このとき
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• f が n次多項式であるとき，0は F の（∞は f）の位数 nの極である
• f が多項式でないとき，0は F の真性特異点である

Proof.
• f (z) = anz

n + an−1z
n−1 + · · ·+ a1z + a0, an 6= 0とすると

F (z) = f

(
1

z

)
(135)

= anz
−n + an−1z

−(n−1) + · · ·+ a1z
−1 + a0 (136)

= z−n
(
an + an−1z + · · ·+ a1z

n−1 + a0z
n
) (137)

• f は整関数なので，z = 0でTaylor 展開 f (z) =

∞∑
n=0

anz
nとできる．仮定から，f は多項

式でないので，無限和 F (z) = f

(
1

z

)
= a0 +

∞∑
n=1

anz
−nとなる．主要部が無限和なので，

0は F の真性特異点である

Remark 12.3.
f を {z ∈ C : R < |z| <∞} 上で正則とする．f

(
1

ω

)
= F (ω) =

∞∑
n=0

bnω
n +

∞∑
n=1

b−nω
−n で，

bn =
1

2πi

∫
γ 1
r

F (ω)

ωn+1
dω である．ここで，γ 1

r
(t) =

1

r
eit, r > R, t ∈ [0, 2π]なので，f の∞での

Laurent 展開は

f (z) =
∞∑
n=1

anz
n +

∞∑
n=0

a−nz
−n (138)

an = b−n =
1

2πi

∫
γr

f (z) zn−1dz (139)

で，主要部は
∞∑
n=1

a−nz
−nである．f の∞での留数Res (f,∞) := −a−1 =

1

2πi

∫
−γr

f (z)dz

Remark 12.4.
G (ω) =

1

ω2
f

(
1

ω

)
とおく．∞が f の孤立特異点であるとき，Res (f,∞) = −Res (G, 0)である

Proof.
Laurent 展開すれば，G (ω) =

1

ω2

( ∞∑
n=0

bnω
n +

∞∑
n=1

b−nω
−n

)
で，Res (G, 0)は 1

ω
の係数 b1 と

なる．よって，Res (f,∞) = −a−1 = −b1 = −Res (G, 0)
Theorem 12.2.
p1, . . . , pm ∈ Cとし，f をC\{p1, . . . , pm}上正則とする．このとき，Res (f,∞)+

m∑
k=1

Res (f, pk) =
0
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Proof.
仮定より，十分大きなR > 0を取れば，p1, . . . , pm ∈ D (0, R)で，V (∞, R)上正則である．留数定
理より，

m∑
k=1

Res (f, pk) = 1

2πi

∫
γR

f (z)dzである．また，定義より，
m∑
k=1

Res (f, pk) = −Res (f,∞)

である
Example 12.1.
f (z) =

z2 + z − 1

z + i
=

1
ω2 + 1

ω − 1
1
ω + i

=
1 + ω − ω2

ω + iω2

ω→0−→ 1

0
= ∞から，f (∞) = ∞とすれば，f は

C∞ → C∞の有理関数である
Definition 12.2. 有理型
D ⊂ C∞ を開集合とし，f が D上有理型であるとは，f の正則でない点は全て孤立していて，
高々極（除去可能特異点または極）である
Remark 12.5.
f が C∞で有理型である ⇐⇒ f は C上有理型かつ∞が f の正則点または高々極
Example 12.2.
f (z) =

1

sin z とする．sin z = 0 ⇐⇒ z = nπ, n ∈ Zで

• f は C上有理型であるが，有理関数ではない

• f (∞)をどのように定義しても，f
(
1

ω

)
=

1

sin ( 1ω) は ω = 0で正則でない．nπ →∞と
なるので，∞は孤立していないから，f は C∞上有理型ではない

Theorem 12.3.
f を C∞ 上の有理関数とし，P を f の C∞ 内にある極全体で，Z を f の C∞ 内にある零点全
体とする．また，µ (P )を pの位数とする．このとき，

∑
p∈P

µ (P ) =
∑
q∈Z

µ (q)である．言い換え

れば，位数込みで考えれば，極の個数と零点の個数は等しい
Proof.
f は有理関数なので，C 内にある極と零点は有限個であるから，∃R > 0, s.t. (P ∩ C) ∪

(Z ∩ C) ⊂ D (0, R) , γ (t) := Reit (t ∈ [0, 2π])として，偏角の原理を用いれば，Res
(
f ′

f
,∞
)

=

1

2πi

∫
γ

f ′ (z)

f (z)
dz =

∑
q∈Z∩C

µ (q)−
∑

p∈P∩C
µ (p)である

f が∞で正則で f (∞) 6= 0のとき，F (ω) := f

(
1

ω

)
とおくと，F は 0で正則で F (0) 6= 0である．

d
dωF (ω) =

d
dz f

(
1

ω

)
·
(
− 1

ω2

)
より，

d
dzf

(
1
ω

)
f
(
1
ω

) =
F ′ (ω)

F (ω)
·
(
−ω2

)である．1

ω2
·
d
dzf

(
1
ω

)
f
(
1
ω

) = −F
′ (ω)

F (ω)

に注意すれば，Res
(
f ′

f
,∞
)

= −Res
(
F ′

F
, 0

)
= 0である．Z ∩C = Z かつ P ∩C = P なので，∑

q∈Z
µ (q) =

∑
p∈P

µ (p)である

∞が位数 kの零点のとき，Res
(
f ′

f
,∞
)

= −Res
(
−F

′

F
, 0

)
= Res

(
F ′

F
, 0

)
= k = µ (∞)であ

る．Z = (Z ∩ C) ∪ {∞}かつ P = P ∩ Cを注意すれば，µ (∞) =
∑

q∈Z∩C
µ (q) −

∑
p∈P

µ (p) ⇐⇒∑
p∈P

µ (p) =
∑
q∈Z

µ (q)
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∞ が位数 k の極のとき，Res
(
f ′

f
,∞
)

= Res
(
F ′

F
, 0

)
= −k = −µ (∞) である．P =

(P ∩ C)∪{∞}かつ Z = Z∩Cを注意すれば，−µ (∞) =
∑
q∈Z

µ (q)−
∑

p∈P∩C
µ (p) ⇐⇒

∑
p∈P

µ (p) =∑
q∈Z

µ (q)

Lemma 12.1.
C∞上の有理型な関数の極は高々有限個である
Theorem 12.4. Liouville の定理
C∞から Cへの正則関数は定数関数に限る．また，C∞上の有理型な関数は有理関数に限る
言い換えれば，C∞で考えると，有理型 ⇐⇒ 有理関数
Corollary 12.1.
f を C∞ \ {p1, . . . , pN}上正則とする．このとき，f が定数でないなら，f は除去可能でない特
異点をもつ
特に，f が C上定数でない整関数であるなら，f は∞を除去可能でない特異点をもつ
Example 12.3.
f (z) =

z3

z2 + z + 1
とし，f (x) = x3

x2 + x+ 1
= x − 1 +

1

x2 + x+ 1
と展開でき，z2 + z + 1 =

(z − ω)
(
z − ω2

)で，ω = e
2πi
3 であり，f

(
1

ω

)
=

1

ω3 + ω2 + ω
=

1

ω (ω2 + ω + 1)
より，f の極は

ω, ω2,∞である．主要部はそれぞれ −i
√
3

3 (z − ω)
,

i
√
3

3 (z − ω2)
, zであるから

h (z) := f (z)−

(
−i
√
3

3 (z − ω)
+

i
√
3

3 (z − ω2)
+ z

)
(140)

Liouville の定理より，hは定数関数である．よって，h (0) = f (0)− 1 = −1なので，f (z) =
1

z2 + z + 1
+ z − 1
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13 一次分数変換
Definition 13.1. 一次分数関数（変換）
ad− bc 6= 0をみたす a, b, c, d ∈ Cを用いて，T (z) =

az + b

cz + d
を一次分数関数という．また，T を

C→ Cへの写像とみたとき，一次分数変換（Möbius 変換）という．ここで，T
(
1

ω

)
=
a+ bω

c+ dω

なので，T (∞) =

{
a
c c 6= 0

∞ c = 0
となる．また，c 6= 0 のとき，T

(
−d
c

)
= ∞ と定義すれば，

T : C∞ → C∞も定義できる
Remark 13.1.

• ad− bc = 0のとき，T (z) =
az + b

cz + d
=
a

c
となり，T は定数関数・定値写像となる

• z 6= −d
c
のとき， ddzT (z) =

ad− bc
(cz + d)2

6= 0なので，T は z 6= −d
c
で等角である

• 一次分数変換 TM (z) =
az + b

cz + d
を←→行列M =

(
a b
c d

)
∈ GL2 (C)

Proposition 13.1.
I, A,B ∈ GL2 (C)とし，I を単位行列とする
• TI は恒等写像・恒等変換
• TAB = TA ◦ TB

• TA = TB ⇐⇒ ∃λ 6= 0, s.t.A = λB

• TA−1 = T−1
A

Proof.

• I =

(
1 0
0 1

)
より，TI (z) = 1 · z + 0

0 · z + 1
= zから，TI = id

• A =

(
a1 a2
a3 a4

)
, B =

(
b1 b2
b3 b4

)
とすると，AB =

(
a1b1 + a2b3 a1b2 + a2b4
a3b1 + a4b3 a3b2 + a4b4

)
で，

TAB (z) =
(a1b1 + a2b3) z + (a1b2 + a2b4)

(a3b1 + a4b3) z + (a3b2 + a4b4)
となり，TA (TB (z)) =

a1

(
b1z+b2
b3z+b4

)
+ a2

a3

(
b1z+b2
b3z+b4

)
+ a4

となる．

整理すれば良い
• ⇐は明らか．⇒だけ示す
TAB = TA ◦ TB−1 = TB ◦ TB−1 = TI なので，AB−1 =

(
a b
c d

)
とおけば，az + b

cz + d
=

TI (z) = zなので，∀z ∈ C, az + b = z (cz + d)

Remark 13.2.
TAB = TA ◦ TB より，一次分数変換の合成も一次分数変換で，TA−1 = T−1

A より，一次分数変
換の逆も一次分数変換である
Remark 13.3. 一次分数変換の基本変換
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• 平行移動
T (z) = z + b ⇐⇒ M =

(
1 b
0 1

)
• 定数倍
T (z) = az ⇐⇒ M =

(
a 0
0 1

)
• 反転
T (z) =

1

z
⇐⇒ M =

(
0 1
1 0

)
Theorem 13.1.
任意の一次分数変換は高々４個の基本変換の合成として表すことができる
Proof.
T (z) =

az + b

cz + d
←→M =

(
a b
c d

)
c = 0のとき，T (z) =

a

d

(
z +

b

a

)
= (S2 ◦ S2) (z)で，S1 (z) = a

d
z, S2 (z) = z +

b

a
である

行列で考えると (
a b
0 d

)
≈
(

a
d 0
0 1

)(
1 b

a
0 1

)
(141)

c 6= 0のとき，T (z) =
bc− ad
c2

· 1

z + d
c

+
a

c
= (S4 ◦ S3 ◦ S2 ◦ S1) (z)で，S1 (z) = z+

d

c
は平行移

動，S2 (z) = 1

z
は反転，S3 (z) = bc− ad

c2
zは定数倍，S4 (z) = z +

a

c
は平行移動である

行列でかけば(
1 a

c
0 1

)(
bc−ad
c2

0
0 1

)(
0 1
1 0

)(
1 d

c
0 1

)
=

(
a
c

bc−ad
c2

+ ad
c2

1 d
c

)
=

1

c

(
a b
c d

)
(142)

Theorem 13.2. 円円対応
一次分数変換は C∞上の円を C∞上の円に写す
Proof.
• 平行移動
ω := T (z) = z + α とすれば，a |z|2 + βz + βz + c = 0 ⇐⇒ a |ω − α|2 + β (ω − α) +
βω − α+ c = 0を整理すれば，a |ω|2+ (β − aα)ω+(β − aα)ω+ c+ a |α|2−βα−βα = 0

であり，|β − α|2 − a
(
c+ a |α|2 − 2Re (βα)) = |β|2 − ac > 0である

• 定数倍
ω := T (z) =

1

λ
zとすれば，a |z|2 + βz + βz + c = 0 ⇐⇒ a |λω|2 + λβω+ λβω + c = 0を

整理すれば，∣∣λβ∣∣2 − |λ|2 a · c = |λ|2 (|β|2 − ac) > 0

Definition 13.2. 複比
異なる四点 z1, z2, z3, z4 ∈ C∞に対して，[z1, z2, z3, z4] :=

z1 − z3
z1 − z4

· z2 − z4
z2 − z3

と定義し，これを複
比という（非調和化）．特に∞が入ったときは，極限で考える．言い換えれば
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• [∞, z2, z3, z4] = z2 − z4
z2 − z3

• [z1,∞, z3, z4] = z1 − z3
z1 − z4

• [z1, z2,∞, z4] = z2 − z4
z1 − z4

• [z1, z2, z3,∞] =
z1 − z3
z2 − z3

Theorem 13.3.
異なる三点 α, β, γ ∈ Cに対して，T (α) = 1, T (β) = 0, T (γ) =∞を満たす一次分数変換 T は
一意的で．T (z) = [z, α, β, γ]である
Corollary 13.1.
C∞内の異なる三点のペアー (a, b, c) , (α, β, γ)に対して，T (α) = a, T (β) = b, T (γ) = cを満た
す一次分数変換 T が一意的に存在する
Corollary 13.2. 複比保存
T を一次分数変換とする．異なる四点 z1, z2, z3, z4 ∈ C∞に対して，[T (z1) , T (z2) , T (z3) , T (z4)] =
[z1, z2, z3, z4]である
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