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1 集合と写像の復習
Definition 1.1. 冪集合
集合Xの部分集合全体 {A : A ⊂ X}をXの冪集合といい，P (X)で表す．P の元はA,B,C, . . .
で表し，P (X)の部分集合（X の部分集合族）は A,B, C, . . .で表す
Definition 1.2. 逆像
写像 f : X → Y と A ∈ P (Y )に対して，f−1 (A) = {x ∈ X : f(x) ∈ A}と定め，f−1 (A)を A
の逆像という
Problem 1.1.
f : X → Y とする
1. ∀λ ∈ Λ, Aλ ∈ P (Y )に対して

• f−1

( ⋃
λ∈Λ

Aλ

)
=
⋃
λ∈Λ

f−1 (Aλ)

• f−1

( ⋂
λ∈Λ

Aλ

)
=
⋂
λ∈Λ

f−1 (Aλ)

2. f−1 (Y ) = X, f−1 (∅) = ∅を示せ
3. ∀A ∈ P (Y ) , f−1 (Ac) = f−1 (A)cを示せ

Proof.

1. • ∀x ∈ f−1

( ⋃
λ∈Λ

Aλ

)
, f (x) ∈

⋃
λ∈Λ

Aλで，∃λ0 ∈ Λ, s.t.f (x) ∈ Aλ0 となり，x ∈ f−1 (Aλ0)

となる．すると，x ∈
⋃
λ∈Λ

f−1 (Aλ)である．逆に，∀x ∈
⋃
λ∈Λ

f−1 (Aλ) , ∃λ0 ∈ Λ, s.t.x ∈

f−1 (Aλ0) となるから，f (x) ∈ Aλ0 であり，f (x) ∈
⋃
λ∈Λ

Aλ である．したがって，

x ∈ f−1

( ⋃
λ∈Λ

Aλ

)
である

• ∀x ∈ f−1

( ⋂
λ∈Λ

Aλ

)
, f (x) ∈

⋂
λ∈Λ

Aλで，∀λ ∈ Λ, f (x) ∈ Aλとなり，x ∈ f−1 (Aλ)とな
る．すると，x ∈

⋂
λ∈Λ

f−1 (Aλ)である．逆に，∀x ∈
⋂
λ∈Λ

f−1 (Aλ) , ∀λ ∈ Λ, x ∈ f−1 (Aλ)

となるから，∀λ ∈ Λ, f (x) ∈ Aλ であり，f (x) ∈
⋂
λ∈Λ

Aλ である．したがって，

x ∈ f−1

( ⋂
λ∈Λ

Aλ

)
である

2. f−1 (Y ) = {x ∈ X : f (x) ∈ Y } = X となり，f−1 (∅) = {x ∈ X : f (x) ∈ ∅} = ∅となる
3. f−1 (Ac) = {x ∈ X : f (x) ∈ Ac} = {x ∈ X : f (x) /∈ A}c = f−1 (A)cとなる
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2 可測空間
Definition 2.1. σ‑代数
X を非空な集合とし，F ⊂ P (X)とする．次の条件が成り立つとき，F はX の σ‑代数である
という
• X ∈ F

• ∀A ∈ F , Ac ∈ F

• ∀n ∈ N, An ∈ F ⇒
∞⋃
n=1

An ∈ F

Example 2.1.
• P (X)は X の σ‑代数である
• {∅, X}は X の σ‑代数である
• {∅, X} は X の最小の σ‑代数であり，P (X) は X の最大の σ‑代数である．すなわち，
{∅, X} ⊂ F ⊂ P (X)

Problem 2.1.
F を X の σ‑代数とする．このとき，次を示せ
1. ∅ ∈ F

2. A,B ∈ F ⇒ A ∪B,A ∩B,A \B ∈ F

3. ∀n ∈ N, An ∈ F ⇒
∞⋂
n=1

An ∈ F

Proof.
1. ∅ = Xc ∈ F

2. ∀A,B ∈ F

• A1 := A,A2 := B,Ak := ∅ (k ≥ 3)とすれば，
∞⋃
k=1

Ak = A ∪B ∈ F

• A∩B = (Ac ∪Bc)cで，Ac ∈ F かつ A∪B ∈ F より，A∩B = (Ac ∪Bc)c ∈ F であ
る
• A \B = A ∩Bcであり，Bc ∈ F かつ A ∩B ∈ F より，A \B = A ∩Bc ∈ F である

3.
∞⋂
n=1

An =

( ∞⋃
n=1

Ac
n

)c

であり，∀n ∈ N, An ∈ F ⇒ Ac
n ∈ F で，

∞⋃
n=1

Ac
n ∈ F であるから，

∞⋂
n=1

An =

( ∞⋃
n=1

Ac
n

)c

∈ F である

Definition 2.2. C ⊂ P (X)に対して，C を含む X の最小の σ‑代数を σ (C)で表す
Problem 2.2. C を含む σ‑代数全体を {Fλ : λ ∈ Λ}とし，F =

⋂
λ∈Λ

Fλ とする．このとき，F

は C を含む X の最小の σ‑代数であることを示せ
Proof.
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• C ⊂ F

• F は X の σ‑代数である
• F の最小性

これを示せばいいから
• ∀λ ∈ Λ,Fλ は C を含む X の σ‑代数であるから，C ⊂ Fλ である．したがって，C ⊂⋂

λ∈Λ
Fλ = F である

• – 各 FλはX の σ‑代数であるから，X ∈ Fλである．したがって，X ∈
⋂
λ∈Λ

Fλ = F で
ある

– ∀A ∈ F , ∀λ ∈ Λ, A ∈ Fλであるから，Ac ∈ Fλである．したがって，Ac ∈
⋂
λ∈Λ

Fλ = F

である
– ∀n ∈ N, An ∈ F とすると，∀λ ∈ Λ, ∀n ∈ N, An ∈ Fλ であるから，

∞⋃
n=1

An ∈ Fλ であ

る．したがって，
∞⋃
n=1

An ∈
⋂
λ∈Λ

Fλ = F である

• G を C を含む X の σ‑代数とする．このとき，G ∈ {Fλ : λ ∈ Λ}から，F =
⋂
λ∈Λ

Fλ ⊂ G

である

Definition 2.3. 可測空間・可測集合
集合 X と σ‑代数 F の組 (X,F)を可測空間といい，F の元を X の可測集合という
Definition 2.4. Borel 集合
(S,O) を位相空間とする．このとき，σ (O) を S の Borel 集合といい，B (S) で表す．また，
B (S)の元を S のBorel 集合という
Theorem 2.1. (S, d)を可分な距離空間とし，E = {B (a, r) : a ∈ S, r > 0}とする．このとき，
B (S) = σ (E)である．ただし，B (a, r) = {x ∈ S : d (x, a) < r}である
Proof.
Oを S の開集合系とする．このとき，E ⊂ Oであるから，σ (E) ⊂ σ (O) = B (S)である．次
に，O ⊂ σ (E)を示す．これから，B (S) ⊂ σ (E)が導かれる
Sは可分であるから，D = Sとなる可算集合Dが存在する．このとき，E0 = {B (q, 2−n) : q ∈ D,n ∈ N}
とおくと，E0は可算集合である．また，U = Oに対して，{B ∈ E0 : B ⊂ U} = {Bλ : λ ∈ Λ}と
すると，Λは可算集合であり，U =

⋃
λ∈Λ

Bλである．したがって，U ∈ σ (E)だから，O ⊂ σ (E)

である
Remark 2.1. Rnは可分な距離空間であり，Qnは Rnの稠密な可算集合である
Theorem 2.2.
E0 = {(a, b) ⊂ R : a, b ∈ R, a < b}とおく．また
• E1 = {(a,∞) : a ∈ R}

• E2 = {[a,∞) : a ∈ R}

• E3 = {(−∞, a) : a ∈ R}

• E4 = {(−∞, a] : a ∈ R}
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とおくと，∀i ∈ {0, 1, 2, 3, 4} , σ (Ei) = B (R)である
Proof.
∀a ∈ R, (a,∞) =

∞⋃
n=1

[
a+

1

n
,∞
)

∈ σ (E2) , [a,∞) = (−∞, a)c ∈ σ (E3) から，E1 ⊂ σ (E2) で，
E2 ⊂ σ (E3)である．よって，σ (E1) ⊂ σ (E2) ⊂ σ (E3)である．同様にして，σ (E3) ⊂ σ (E4) ⊂ σ (E1)
であるから，σ (E1) = σ (E2) = σ (E3) = σ (E4) である．すると，σ (E1) = σ (E3) だから，
(a, b) = (a,∞) ∩ (−∞, b) ∈ σ (E1)．よって，E0 ⊂ σ (E1)だから，σ (E0) ⊂ σ (E1)である．また，
(a,∞) =

∞⋃
n=1

(a+ n) ∈ σ (E0)だから，E1 ⊂ σ (E0)である．したがって，σ (E0) = σ (E1)．Rは
可分な距離空間であるから，B (R) = σ (E0)

Problem 2.3.
X,Y を集合とし，f : X → Y を写像とする
• F を X の σ‑代数とし，A =

{
A ∈ P (Y ) : f−1 (A) ∈ F

}とする．このとき，Aは Y の
σ‑代数であることを示せ
• G を Y の σ‑代数とし，B =

{
f−1 (A) : A ∈ G

}とする．このとき，BはX の σ‑代数であ
ることを示せ

Proof.

• – f−1 (Y ) = X ∈ F より，Y ∈ A
– A ∈ A とすると，f−1 (A) ∈ F であるから，f−1 (Y \A) = X \ f−1 (A) ∈ F から，
Y \A ∈ A

– ∀n ∈ N, An ∈ Aとすると，f−1 (An) ∈ F であるから，f−1

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞⋃
n=1

f−1 (An) ∈

F から，
∞⋃
n=1

An ∈ A

• – X = f−1 (Y ) ∈ Bであるから，X ∈ B
– B ∈ B とすると，∃A ∈ G, s.t.B = f−1 (A) であるから，X \ B = X \ f−1 (A) =
f−1 (Y \A)と Y \A ∈ G から，X \B ∈ B

– ∀n ∈ N, Bn ∈ B とすると，∃An ∈ G, s.t.Bn = f−1 (An) であるから，
∞⋃
n=1

Bn =

∞⋃
n=1

f−1 (An) = f−1

( ∞⋃
n=1

An

)
と

∞⋃
n=1

An ∈ G から，
∞⋃
n=1

Bn ∈ Bである

Problem 2.4.
(X,F)は可測空間とする．また，E ⊂ Xとし，FE = {A ∩ E : A ∈ F}とする．このとき，(E,FE)
は可測空間であることを示せ
Proof.
FE が E の σ‑代数であることを示せばいいから，f : E → X を f (x) := x x ∈ E と定める
と，A ∈ F に対して，f−1 (A) = {x ∈ E : f (x) ∈ A} = {x ∈ E : x ∈ A} = A ∩ E であるから，
FE = {A ∩ E : A ∈ F} =

{
f−1 (A) : A ∈ F

}である．したがって，FE はEの σ‑代数である
Definition 2.5. 拡大実数直線
[−∞,∞] := R ∪ {−∞,∞}を拡大実数直線という
[−∞,∞]には自然な順序が定義される．特に，x ∈ Rに対して，−∞ < x < ∞である．また，
a ∈ Rに対して，次のように定める
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• (a,∞] = (a,∞) ∪ {∞}

• [a,∞] = [a,∞) ∪ {∞}

• [−∞, a) = (−∞, a) ∪ {−∞}

• [−∞, a] = (−∞, a] ∪ {−∞}

Problem 2.5.
[−∞,∞]の四つの部分集合族
• E1 = {(a,∞] : a ∈ R}

• E2 = {[a,∞] : a ∈ R}

• E3 = {[−∞, a) : a ∈ R}

• E4 = {[−∞, a] : a ∈ R}

を考える．このとき，σ (E1) = σ (E2) = σ (E3) = σ (E4)であることを示せ
Proof.

Definition 2.6.
E1 = {(a,∞] : a ∈ R}とおき，F∞ = σ (E1)とする．このとき，[−∞,∞]は F∞ が定義された
可測空間とする
Theorem 2.3.
• {∞} , {−∞} ,R ∈ F∞

• B (R) ⊂ F∞

Proof.
• {∞} =

∞⋂
n=1

[n,∞] ∈ F∞, {−∞} =
∞⋂
n=1

(−∞,−n] ∈ F∞,R = [−∞,∞] \ {∞,−∞} ∈ F∞で
ある
• G = {A ∩ R : A ∈ F∞} とおくと，G は R の σ‑代数である．また，a ∈ R に対して，
(a,∞) = (a,∞]∩R ∈ Gであるから，B (R) ⊂ Gである．さらに，R ⊂ F∞だから，G ⊂ F∞．
よって，B (R) ⊂ F∞である

Problem 2.6.
次を示せ
• F∞ = {A ⊂ [−∞,∞] : A ∩ R ∈ B (R)}

• B (R) = {A ⊂ R : A ∈ F∞}

Proof. • A := {A ⊂ [−∞,∞] : A ∩ R ∈ B (R)}とする
⊂：F := {(a,∞] : a ∈ R}とおくと，F∞ = σ (F)．また，a ∈ Rに対して，(a,∞] ∩ R =
(a,∞) ∈ B (R)であるから，F ⊂ Aである．Aは [−∞,∞]の σ‑代数であるから，F∞ ⊂ A
⊃：A ∈ Aとする．このとき

A = A ∩ (R ∪ {∞} ∪ {−∞}) (1)
= (A ∩ R) ∪ (A ∩ {∞}) ∪ (A ∩ {−∞}) (2)

ここで，A ∩Aより，A ∩R ∈ B (R) ⊂ F∞である．また，A ∩ {±∞}は ∅か {±∞}だか
ら，A ∩ {±∞} ∈ F∞．よって，A ∈ F∞で，F∞ ⊃ Aである
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• G = {A ∩ R : A ∈ F∞}とする
⊂は証明済みだから，⊃を示す．B ∈ G とすると，∃A ∈ F∞, s.t.B = A∩Rで，F∞ = A
なので，B = A ∩ R ∈ B (R)である．したがって，B (R) ⊃ G である
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3 可測写像
Definition 3.1. 可測写像
(X,F) , (Y,G)を可測空間とし，f : X → Y を写像とする．このとき，∀A ∈ G, f−1 (A) ∈ F で
あるとき，f : X → Y は可測写像という
Theorem 3.1.
(X,F) , (Y,G) , (Z,H)を可測空間とし，f : X → Y, g : Y → Z を写像とする．このとき，f, gが
ともに可測写像であるならば，g ◦ f : X → Z も可測写像である
Proof.

Theorem 3.2.
(X,F) , (Y,G)を可測空間とし，f : X → Y とする．また，E ⊂ P (Y )とし，G = σ (E)とする．
このとき，以下同値
• f : X → Y は可測写像である
• ∀A ∈ E , f−1 ∈ F

Proof.
(2)⇒(1) を示せばよい．A =

{
A ∈ P (Y ) : f−1 (A) ∈ F

}とおく．仮定 (2) より，E ⊂ A．また，
Aは σ‑代数である（問 4）．さらに，G = σ (E)は E を含む最小の σ‑代数だから，G ⊂ A．よっ
て，任意の A ∈ G に対して，f−1 (A) ∈ F だから，f : X → Y は可測である
Theorem 3.3.
X,Y は位相空間とし，f : X → Y は連続とする．このとき，f : X → Y は可測である
Proof.
X,Y の開集合系をそれぞれ，OX ,OY とする．f : X → Y は連続だから，任意の U ∈ OY に対
して，f−1 (U) ∈ OX ⊂ B (X)．また，B (Y ) = σ (OY )だから，定理 3.3 より，f : X → Y は可
測である
Problem 3.1.
(X,F)は可測空間とし，f : X → [−∞,∞]とする．このとき，次の (1) と (2) は同値であるこ
とを示せ
1. f : X → [−∞,∞]は可測である．
2. 任意の a ∈ Rに対して，{x ∈ X : f (x) > a} ∈ F．

Theorem 3.4.
n ∈ Nに対して，fn : X → [−∞,∞]は可測とし，x ∈ Xに対して，g (x) = sup {fn (x) : n ∈ N} , h (x) =
inf {fn (x) : n ∈ N}と定める．このとき，g, h : X → [−∞,∞]は可測である
Proof.
h についても同様だから，g について考える．a ∈ R に対して，{x ∈ X : g (x) > a} =
∞⋃
n=1

{x ∈ X : fn (x) > a} ∈ F だから，g : X → [−∞,∞]は可測である

Definition 3.2. 下極限・上極限・収束
{xn}は [−∞,∞]内の列とする．n ∈ Nに対して，αn = inf {xk : k ≥ n} , βn = sup {xk : k ≥ n}
とし，{xn} の下極限と上極限をそれぞれ，lim inf

n→∞
xn = sup {αn : n ∈ N} , limsup

n→∞
xn =

inf {βn : n ∈ N} で定める．このとき，−∞ ≤ lim inf
n→∞

xn ≤ limsup
n→∞

xn ≤ ∞ である．また，
lim inf
n→∞

xn = limsup
n→∞

xnが成り立つとき，{xn}は収束するという
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Theorem 3.5. n ∈ Nに対して，fn : X → [−∞,∞]は可測とし，x ∈ X に対して，g (x) =
lim inf
n→∞

fn (x) , h (x) = limsup
n→∞

fn (x)と定める．このとき，g, h : X → [−∞,∞]は可測であ
る．特に，すべての x ∈ X に対して，{fn (x)}が収束するとき，f (x) = lim

n→∞
fn (x) (x ∈ X)

と定めると，f : X → [−∞,∞]は可測である
Proof.
Problem 3.2.
(X,F) , (Y,G)を可測空間とし，f : X → Y を可測とする．また，E ∈ F とするとき，f |E : E → Y
は可測写像である
Proof.
g := f |E とし，A ∈ G とする．このとき

g−1 (A) = {x ∈ E : g (x) ∈ A} (3)
= {x ∈ E : f (x) ∈ A} (4)
= {x ∈ X : f (x) ∈ A} ∩ E ∈ F (5)

したがって，g : E → Y は可測である
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4 直積空間
Problem 4.1.
X = X1×· · ·×Xmを直積集合とし，i = 1, . . . ,mに対して，pi : X → Xiを射影とする．すなわ
ち，x = (x1, . . . , xm) ∈ X に対して，pi (x) = xiと定める．このとき，Ai ∈ P (Xi)（i = 1, . . . ,m）
に対して，次を示せ：p−1

1 (A1) = A1 ×X2 × · · · ×Xm, . . . , p
−1
m (Am) = X1 × · · · ×Xm−1 ×Am

Definition 4.1. 直積 σ‑代数・直積可測空間
i = 1, . . . ,m に対して，(Xi,Fi) は可測空間とし，X = X1 × · · · × Xm，C (F1, . . . ,Fm) =
{A1 × · · · × Am : Ai ∈ Fi (i = 1, . . . ,m)}と定める．このとき，C (F1, . . . ,Fm)を含むX 上の最
小の σ‑代数を F1, . . . ,Fmの直積 σ‑代数といい，F1⊗· · ·⊗Fmで表す．また，(X,F1 ⊗ · · · ⊗ Fm)
を可測空間 (X1,F1) , . . . , (Xm,Fm)の直積可測空間という．
Theorem 4.1.
X は可測空間 (X1,F1) , . . . , (Xm,Fm)の直積可測空間とする．このとき，i = 1, . . . ,mに対し
て，射影 pi : X → Xiは可測である
Proof.
A ∈ Fi に対して，p−1

i (A) ∈ C (F1, . . . ,Fm) ⊂ F1 ⊗ · · · ⊗ Fm だから，pi : X → Xi は可測
である
Theorem 4.2.
(X1,F1) , . . . , (Xm,Fm)は可測空間とする．また，F は X = X1 × · · · × Xm 上の σ‑代数とし，
i = 1, . . . ,mに対して，射影 piは可測空間 (X,F)から (Xi,Fi)への可測写像であるとする．こ
のとき，F1 ⊗ · · · ⊗ Fm ⊂ F

Proof.
Ai ∈ Fi（i = 1, . . . ,m）とする．i = 1, . . . ,mに対して，piは (X,F)から (Xi,Fi)への可測写像
だから，p−1

i (Ai) ∈ F．さらに，A1 × · · · ×Am =
m⋂
i=1

p−1
i (Ai) ∈ F だから，C (F1, . . . ,Fm) ⊂ F．

よって，F1 ⊗ · · · ⊗ Fm ⊂ F

Theorem 4.3.
S = S1×· · ·×Smは位相空間 S1, . . . , Smの直積位相空間とする．このとき，B (S1)⊗· · ·⊗B (Sm) ⊂
B (S)

Proof.
i = 1, . . . ,mに対して，射影 pi : S → Siは連続だから，定理 3.4 より，piは可測空間 (S,B (S))
から (Si,B (Si))への可測写像である．よって，B (S1)⊗ · · · ⊗ B (Sm) ⊂ B (S)

Theorem 4.4.
i = 1, . . . ,mに対して，(Si, di)は可分な距離空間とし，S = S1 × · · · × Sm は S1, . . . , Sm の直
積位相空間とする．このとき，B (S) = B (S1)⊗ · · · ⊗ B (Sm)

Proof.
定理4.4より，B (S) ⊂ B (S1)⊗· · ·⊗B (Sm)を示せばよい．x = (x1, . . . , xm) , y = (y1, . . . , ym) ∈ S
に対して，d (x, y) = max {di (xi, yi) : i = 1, . . . ,m}と定める．このとき，x ∈ S, r > 0に対し
て，B (x, r) = B1 (x1, r)× · · · ×Bm (xm, r) ∈ C (B (S1) , . . . ,B (Sm))．ここで，Bi (xi, r)は中心
xi，半径 rの Siにおける開球である．よって，{B (x, r) : x ∈ S, r > 0} ⊂ B (S1)⊗ · · · ⊗B (Sm)．
さらに，S は可分な距離空間だから，定理 2.7 より，B (S) ⊂ B (S1)⊗ · · · ⊗ B (Sm)

Remark 4.1.
Rは可分な距離空間だから，定理 4.5 より，B (Rn) = B (R)⊗ · · · ⊗ B (R)

10
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Theorem 4.5.
(X,F)は可測空間とする．また，Y は可測空間 (Y1,G1) , . . . , (Ym,Gm)の直積可測空間とする．
さらに，fi : X → Yi（i = 1, . . . ,m）とし，f : X → Y を f (x) = (f1 (x) , . . . , fm (x)) , x ∈ X
と定める．このとき，次の (1) と (2) は同値である
1. i = 1, . . . ,mに対して，fi : X → Yiは可測である
2. f : X → Y は可測である

Proof.
まず，(1)⇒(2) を示す．Ai ∈ Gi（i = 1, . . . ,m）とし，A = A1 × · · · × Am とおく．(1) より，
i = 1, . . . ,mに対して，fi : X → Yiは可測だから，f−1

i (Ai) ∈ F．また，f−1 (A) =
m⋂
i=1

f−1
i (Ai)

だから，f−1 (A) ∈ F．よって，直積 σ‑代数の定義より，f : X → Y は可測である
次に，(2)⇒(1) を示す．射影 pi : Y → Yiは可測である．また，(2) より，f : X → Y は可測で
あり，fi = pi ◦ f だから，fi : X → Yiは可測である
Theorem 4.6.
(X,F) は可測空間とし，f, g : X → R は可測とする．このとき，f + g, fg : X → R は可測
である
Proof.
fgも同様だから，f+gについて考える．h (x) = (f (x) , g (x))（x ∈ X）と定めると，h : X → R2

は可測である．また，(s, t) ∈ R2に対して，φ (s, t) = s+ tと定めると，φ : R2 → Rは連続だか
ら，φ : R2 → Rは可測である．さらに，f + g = φ ◦hだから，f + g : X → Rは可測である

11
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5 測度
Definition 5.1. 測度
(Ω,F)を可測空間とし，µ : F → [0,∞]とする．以下の条件をみたすとき，µは (Ω,F)上の測
度であるという
• µ (∅) = 0

• {An} ⊂ F は互いに素ならば，µ
( ∞⋃

n=1
An

)
=

∞∑
n=1

µ (An)

可測空間 (Ω,F)と測度 µの組 (Ω,F , µ)を測度空間という
Problem 5.1.
A,B,A1, . . . , Am ∈ F とする．このとき，次を示せ
• A ⊂ B ならば，µ (A) ≤ µ (B)

• µ (A) + µ (B) = µ (A ∪B) + µ (A ∩B)

• µ
(

m⋃
i=1

Ai

)
≤

m∑
i=1

µ (Ai)

Proof.
• A ⊂ B から，B = A ∪ (B \A) ∪ ∅ ∪ · · · で，A,B \ A, ∅ は互いに素だから，µ (B) =
µ (A) + µ (B \A) + 0 + · · · ≥ µ (A)

• A ∪B = (A \B) ∪ (B \A) ∪ (A ∩B) ∪ ∅ ∪ · · · で，A \B,B \A,A ∩B, ∅は互いに素だか
ら，µ (A ∪B) = µ (A \B) + µ (B \A) + µ (A ∩B)である
また，

{
A = (A \B) ∪ (A ∩B) ∪ ∅ ∪ · · ·
B = (B \A) ∪ (A ∩B) ∪ ∅ ∪ · · ·

なので，
{
µ (A) = µ (A \B) + µ (A ∩B)

µ (B) = µ (B \A) + µ (A ∩B)
か

ら
µ (A) + µ (B) = [µ (A \B) + µ (A ∩B) + µ (B \A)] + µ (A ∩B) (6)

= µ (A ∪B) + µ (A ∩B) (7)

• m = 2のとき，µ (A1 ∪A2) ≤ µ (A1 ∪A2) + µ (A1 ∩A2) = µ (A1) + µ (A2)であり，m = 3
のとき，µ (A1 ∪A2 ∪A3) ≤ µ (A1 ∪A2) + µ (A3) ≤ µ (A1) + µ (A2) + µ (A3)である．こ
れを繰り返せばいい

Theorem 5.1. 測度の単調収束定理
An ∈ F , An ⊂ An+1（n ∈ N）とし，A =

∞⋃
n=1

Anとする．このとき，lim
n→∞

µ (An) = µ (A)

Proof.
A0 = ∅, Bn = An \ An−1（n ∈ N）と定める．このとき，{Bn}n∈N ⊂ F は互いに素であり，
An =

n⋃
k=1

Bk かつ
∞⋃
k=1

Bk = Aだから，lim
n→∞

µ (An) = lim
n→∞

n∑
k=1

µ (Bk) =
∞∑
k=1

µ (Bk) = µ (A)

Problem 5.2.
(Ω,F , µ) を測度空間とする．∀n ∈ N, An ∈ F , An+1 ⊂ An とし，A =

∞⋂
n=1

An とする．また，
µ (A1) <∞とする．このとき，lim

n→∞
µ (An) = µ (A)を示せ

12
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Proof.
Bn := A1 \ An とおくと，Bn ∈ F で，∀n ∈ N, Bn ⊂ Bn+1 である．よって，B :=

∞⋃
n=1

Bn とお
くと，lim

n→∞
µ (Bn) = µ (B)．また，µ (A1) = µ (An) + µ (Bn)で，µ (Bn) ≤ µ (A1) <∞だから，

µ (An) = µ (A1)− µ (Bn)．さらに

B =

∞⋃
n=1

Bn =

∞⋃
n=1

(A1 \An) (8)

= A1 ∩

( ∞⋃
n=1

Ac
n

)
= A1 ∩

( ∞⋂
n=1

An

)c

(9)

= A1 \A (10)

で，µ (B) ≤ µ (A1) <∞だから，µ (A) = µ (A1)− µ (B)．よって

lim
n→∞

µ (An) = µ (A1)− lim
n→∞

µ (Bn) = µ (A1)− µ (B) = µ (A) (11)

Theorem 5.2.
An ∈ F（n ∈ N）とする．このとき，µ

( ∞⋃
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

µ (An)

Proof.
n ∈ N に対して，Bn =

n⋃
k=1

Ak とおく．このとき，Bn ∈ F , Bn ⊂ Bn+1（n ∈ N）であり，
∞⋃
n=1

Bn =
∞⋃
n=1

Anだから

µ

( ∞⋃
n=1

An

)
= µ

( ∞⋃
n=1

Bn

)
= lim

n→∞
µ (Bn) ≤ lim

n→∞

n∑
k=1

µ (Ak) =
∞∑
k=1

µ (Ak) (12)

一般に，(Ω,F , µ)が測度空間であり，µ (Ω) = 1のとき，(Ω,F , µ)を確率空間という．また，
µを確率測度という
Example 5.1.
Ωは空でない集合とする．A ∈ P (Ω)に対して，µ (A) =

{
#A (

Aが有限集合のとき)
∞

(
Aが無限集合のとき) と定め

ると，µ : P (Ω) → [0,∞]は測度である．この測度を counting measure という
Problem 5.3.
µ : P (N) → [0,∞]を counting measure とする．また，∀n ∈ N, An = {k ∈ N : k ≥ n}とする．
このとき

• ∀n ∈ N, An+1 ⊂ Anを示し，A =
∞⋂
n=1

Anを求めよ

• lim
n→∞

µ (An) = µ (A)は成り立たないことを示せ

Proof.

• k ∈ An+1 ⇒ k ≥ n+ 1 ⇒ k ≥ n⇒ k ∈ Anより，An+1 ⊂ An．また，A =
∞⋂
n=1

[n,∞) = ∅

13
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• µ (An) = ∞より，lim
n→∞

µ (An) = ∞．また，A = ∅より，µ (A) = 0なので，lim
n→∞

µ (An) ̸= µ (A)

Example 5.2.
R の区間 I の長さを ℓ (I) で表す．RN の Borel 集合族 B

(
RN
) 上で定義された測度 µ :

B
(
RN
)
→ [0,∞]で，µ (I1 × · · · × IN ) =

N∏
i=1

ℓ (Ii)
(
I1, . . . , INはRの区間)をみたすものが一

意的に存在する．これを RN の Lebesgue 測度という

14
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6 非負値関数の積分
Definition 6.1.
以下の条件をみたすとき，{(αi, Ai)}mi=1 ∈ Dと定める：
• ∀m ∈ N, ∀αi ∈ [0,∞) , Ai ∈ F

• ∀i, Aiは互いに素であり，X =
m⋃
i=1

Ai

Definition 6.2. 単関数
S = {(αi, Ai)}mi=1 ∈ Dに対して

ϕS (x) =

m∑
i=1

αiχAi (x) (x ∈ Ω) , I (S) =

m∑
i=1

αiµ (Ai) (13)

と定める．{ϕS : S ∈ D}の元単関数という
Remark 6.1.
I (S)の定義より，0 · ∞ = 0とする
Definition 6.3.
f, g : Ω → [−∞,∞]に対して，f ≤ g ⇐⇒ f (x) ≤ g (x) x ∈ Ω

Theorem 6.1.
S = {(αi, Ai)}mi=1 , T = {(βj , Bj)}nj=1 ∈ Dとする．このとき，φS ≤ φT ならば，I (S) ≤ I (T )

Proof.
Λ = {(i, j) ∈ {1, . . . ,m} × {1, . . . , n} : Ai ∩Bj ̸= ∅} とおくと，{Bj}nj=1 ⊂ F は互いに素で，
Ω =

n⋃
j=1

Bj だから

I (S) =

m∑
i=1

αiµ (Ai) (14)

=

m∑
i=1

αiµ (Ai ∩Bj) (15)

=
∑

(i,j∈Λ)

αiµ (Ai ∩Bj) (16)

同様に，I (T ) =
n∑

j=1

βjµ (Bj) =
∑

(i,j)∈Λ

βjµ (Ai ∩Bj)である．また，(i, j) ∈ Λのとき，x ∈ Ai∩Bj

とすると，αi = φS (x) ≤ φT (x) = βj だから

I (S) =
∑

(i,j)∈Λ

αiµ (Ai ∩Bj) ≤
∑

(i,j)∈Λ

βjµ (Ai ∩Bj) = I (T ) (17)

Definition 6.4.
可測関数 f : Ω → [0,∞]に対して，

∫
Ω
fdµ = sup {I (S) : S ∈ D, φS ≤ f}と定める

Theorem 6.2.
S ∈ Dに対して，

∫
Ω
φSdµ = I (S)

15
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Proof.∫
Ω
φSdµの定義より，I (S) ≤

∫
Ω
φSdµである．また，T ∈ Dで φT ≤ φS とすると，I (T ) ≤ I (S)

だから，T の上限を取れば，
∫
Ω
φSdµ ≤ I (S)

Theorem 6.3.
f, g : Ω → [0,∞]は可測とし，f ≤ gとする．このとき，

∫
Ω
fdµ ≤

∫
Ω
gdµ

Proof.
S ∈ D で φS ≤ f とすると，φS ≤ g だから，I (S) ≤

∫
Ω
gdµ．これを S の上限を取れば，∫

Ω
fdµ ≤

∫
Ω
gdµ

Theorem 6.4.
f, g : Ω → [0,∞]は可測とし，c ∈ [0,∞)とする．このとき，

∫
Ω
cfdµ = c

∫
Ω
fdµ

Proof.
S = {(αi, Ai)}mi=1 ∈ D で φS ≤ f とする．T = {(cαi, Ai)}mi=1 とおくと，T ∈ D で φT =
m∑
i=1

cαiχAi = cφS ≤ cf だから

cI (S) =
m∑
i=1

cαiµ (Ai) = I (T ) ≤
∫
Ω
cfdµ (18)

これから，c
∫
Ω
fdµ ≤

∫
Ω
cfdµ．さらに

1

c

∫
Ω
cfdµ ≤

∫
Ω

1

c
cfdµ =

∫
Ω
fdµ (19)

だから，
∫
Ω
cfdµ = c

∫
Ω
fdµ

Definition 6.5.
可測関数 f : Ω → [0,∞]と可測集合 E ∈ F に対して，

∫
E
fdµ =

∫
Ω
fχEdµと定める

Theorem 6.5. Monotone Convergence Theorem
n ∈ Nに対して，fn : Ω → [0,∞]は可測とし，∀n ∈ N, ∀x ∈ Ω, fn (x) ≤ fn+1 (x)とする．この
とき，f (x) = lim

n→∞
fn (x)と定めると，f : Ω → [0,∞]は可測であり，lim

n→∞

∫
Ω
fndµ =

∫
Ω
fdµ

Proof.
f : Ω → [0,∞] は可測であり，∀n ∈ N,

∫
Ω
fndµ ≤

∫
Ω
fn+1dµ ≤

∫
Ω
fdµ だから，∃α ∈

[0,∞] , s.t.α = lim
n→∞

∫
Ω
fndµ ≤

∫
Ω
fdµ

c ∈ (0, 1) を任意に取り，n ∈ N に対して，En = {x ∈ Ω : cφS (x) ≤ fn (x)} とおくと，∀n ∈
N, En ⊂ En+1である．また，

∞⋃
n=1

En = Ωが成り立つ．実際，x ∈ Ωとすると，φS (x) = 0なら
ば，x ∈ E1である．また，φS (x) > 0ならば

cφS (x) < φS (x) ≤ f (x) = lim
n→∞

fn (x) (20)

16
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だから，cφS (x) ≤ fp (x)となる p ∈ Nが存在するので，x ∈ Epである．よって，Ai∩En ⊂ Ai∩En+1

かつ
∞⋃
n=1

(Ai ∩ En) = Ai であるから，測度の単調収束定理より，lim
n→∞

µ (Ai ∩ En) = µ (Ai)が
成り立ち

lim
n→∞

∫
En

φSdµ = lim
n→∞

m∑
i=1

αiµ (Ai ∩ En) =

m∑
i=1

αiµ (Ai) =

∫
Ω
φSdµ (21)

また，∀n ∈ N

c

∫
En

φSdµ =

∫
En

cφSdµ ≤
∫
En

fndµ ≤
∫
Ω
fndµ ≤ α (22)

だから，c
∫
Ω
φSdµ ≤ α．ここで，c ∈ (0, 1)は任意だったから，

∫
Ω
φSdµ ≤ α

Theorem 6.6. Fatou の補題
n ∈ Nに対して，fn : Ω → [0,∞]は可測とする．このとき，f (x) = lim inf

n→∞
fn (x)と定めると，

f : Ω → [0,∞]は可測であり，
∫
Ω
fdµ ≤ lim inf

n→∞

∫
Ω
fndµ

Proof.
∀x ∈ Ω, ∀n ∈ N, gn (x) = inf {fk (x) : k ≥ n} とおくと，∀n ∈ N, gn ≤ fn だから，

∫
Ω
gndµ ≤∫

Ω
fndµ

また，x ∈ Ωに対して，{gn (x)}は非減少で f (x)に収束するから，MCTより，f : Ω → [0,∞]

は可測であり，
∫
Ω
fdµ = lim

n→∞

∫
Ω
gndµ ≤ lim inf

n→∞

∫
Ω
fndµ

Theorem 6.7.
f : Ω → [0,∞]は可測とする．このとき，以下の条件をみたす単関数の列 {φn}が存在する
• ∀x ∈ Ω, ∀n ∈ N, 0 ≤ φn (x) ≤ φn+1 (x) ≤ f (x)

• ∀x ∈ Ω, lim
n→∞

φn (x) = f (x)

Proof.
∀n ∈ N に対して，Bn = {x ∈ Ω : f (x) ≥ n}，An,k =

{
x ∈ Ω :

k − 1

2n
≤ f (x) <

k

2n

}
, φn =

n2n∑
k=1

k − 1

2n
χAn,k

+ nχBn と定めれば良い

Remark 6.2.
∀n ∈ N, ∀t ∈ [0,∞] , φn : [0,∞] → [0,∞)を

φn (t) =
n2n∑
k=1

k − 1

2n
χ[
k − 1

2n
,
k

2n

) (t) + nχ[n,∞] (t) (23)

と定めると，x ∈ Ωに対して，φn (x) = φn (f (x))である．また，MCTより，
∫
Ω
fdµ = lim

n→∞

∫
Ω
φndµ

Theorem 6.8.
φ,ψ : Ω → [0,∞)は単関数とする．このとき，

∫
Ω
(φ+ ψ)dµ =

∫
Ω
φdµ+

∫
Ω
ψdµ

17
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Proof.
φ = φS , ψ = φT をみたす S = {(αi, Ai)}mi=1 , T = {(βj , Bj)}nj=1 ∈ D が存在する．Λ =

{(i, j) ∈ {1, . . . ,m} × {1, . . . , n} : Ai ∩Bj ̸= ∅}とおくと

φ =
∑

(i,j)∈Λ

αiχAi∩Bj (24)

ψ =
∑

(i,j)∈Λ

βjχAi∩Bj (25)

φ+ ψ =
∑

(i,j)∈Λ

(αi + βj)χAi∩Bj (26)

は単関数であるから∫
Ω
(φ+ ψ)dµ =

∑
(i,j)∈Λ

(αi + βj)µ (Ai ∩Bj) (27)

=
∑

(i,j)∈Λ

αiµ (Ai ∩Bj) +
∑

(i,j)∈Λ

βjµ (Ai ∩Bj) (28)

=

∫
Ω
φdµ+

∫
Ω
ψdµ (29)

Theorem 6.9.
f, g : Ω → [0,∞]は可測とする．このとき，f + g : Ω → [0,∞]は可測であり，

∫
Ω
(f + g)dµ =∫

Ω
fdµ+

∫
Ω
gdµ

Proof.
単関数列 {φn} , {ψn}が存在し，{φn (x)}は非減少で f (x)に収束し，{ψn (x)}は非減少で g (x)

に収束する．このとき，∀n ∈ N,
∫
Ω
(φn + ψn)dµ =

∫
Ω
φndµ+

∫
Ω
ψndµ．また，MCTより

lim
n→∞

∫
Ω
φndµ =

∫
Ω
fdµ (30)

lim
n→∞

∫
Ω
ψndµ =

∫
Ω
gdµ (31)

さらに，∀x ∈ Ω, {φn (x) + ψn (x)} は非減少で f (x) + g (x) に収束するから，MCT より，
f+g : Ω → [0,∞]は可測であり，lim

n→∞

∫
Ω
(φn + ψn)dµ =

∫
Ω
(f + g)dµ．よって，

∫
Ω
(f + g)dµ =∫

Ω
fdµ+

∫
Ω
gdµ

Problem 6.1.
(X,F) , (Y,G)を可測空間とし，E ∈ F , a ∈ Y とする．また，g (x) =

{
f (x) (x ∈ E)

a (x ∈ X \ E)
と

定める．このとき，g : X → Y は可測であることを示せ
Proof.
A ∈ G とする．f は可測なので，f−1 (A) = {x ∈ E : f (x) ∈ A} ∈ F である

18
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a /∈ Aのとき，g−1 (A) = {x ∈ X : g (x) ∈ A} = {x ∈ E : f (x) ∈ A} ∈ F
a ∈ Aのとき

g−1 (A) = {x ∈ X : g (x) ∈ A} (32)
= {x ∈ X : g (x) ∈ A \ {a}} ∪ {x ∈ X : g (x) = a} (33)
= {x ∈ E : f (x) ∈ A} ∪ (X \ E) ∈ F (34)

よって，g : X → Y は可測である
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7 実数値関数の積分
Definition 7.1. f+, f−
f : Ω → Rに対して，f+, f− : Ω → Rを

f+ (x) =max {f (x) , 0} (35)
f− (x) =max {−f (x) , 0} (36)

と定める．また，∀x ∈ Ω, |f | (x) = |f (x)|とする
Theorem 7.1.
f : Ω → Rが可測ならば，f±, |f | : Ω → [0,∞)も可測である
Proof.
f+だけ示す．∀t ∈ R, φ+ (t) =max {t, 0}と定めると，φ+ : R → Rは連続であるから，可測で
ある．また，f+ = φ+ ◦ f であり，f : Ω → Rは可測だから，f+ : Ω → [0,∞)は可測である
Remark 7.1.
x ∈ Ωに対して，f± (x) ≥ 0, f (x) = f+ (x)− f− (x) , |f (x)| = f+ (x) + f− (x)

Definition 7.2. 可積分
f : Ω → Rが可測であり，

∫
Ω
|f |dµ <∞のとき，f は Ω上で可積分であるといい，f ∈ L1 (Ω)

と書く
Remark 7.2.
f : Ω → Rが可測とする，|f | = f+ + f− だから，

∫
Ω
|f |dµ =

∫
Ω
f+dµ+

∫
Ω
f−dµである．よ

って，
∫
Ω
|f |dµ <∞ ⇐⇒

∫
Ω
f+dµ <∞かつ

∫
Ω
f−dµ <∞

Definition 7.3.
f ∈ L1 (Ω)に対して，

∫
Ω
fdµ =

∫
Ω
f+dµ−

∫
Ω
f−dµと定める．

∫
Ω
fdµの代わりに，

∫
Ω
f (x)µ (dx)

と書くこともある
Theorem 7.2.
f ∈ L1 (Ω)に対して，

∣∣∣∣∫
Ω
fdµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω
|f |dµ

Proof.
f ∈ L1 (Ω)より，

∫
Ω
f+dµ,

∫
Ω
f−dµ ∈ [0,∞)だから

∣∣∣∣∫
Ω
fdµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω
f+dµ+

∫
Ω
f−dµ =

∫
Ω
|f |dµ (37)

Theorem 7.3.
f, g ∈ L1 (Ω)とする．このとき，f + g ∈ L1 (Ω)であり，

∫
Ω
(f + g)dµ =

∫
Ω
fdµ+

∫
Ω
gdµ

Proof.
f, g ∈ L1 (Ω)とする．|f (x) + g (x)| ≤ |f (x)|+ |g (x)|だから∫

Ω
|f + g|dµ ≤

∫
Ω
|f |dµ+

∫
Ω
|g|dµ <∞ (38)
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だから，f + g ∈ L1 (Ω)である．なお，h = f + gとおくと，h+ − h− = f+ − f− + g+ − g−だ
から，h+ + f− + g− = h− + f+ + g+である．このとき∫

Ω
h+dµ+

∫
Ω
f−dµ+

∫
Ω
g−dµ =

∫
Ω
h−dµ+

∫
Ω
f+dµ+

∫
Ω
g+dµ (39)

ここでの積分の値は全て有限であるから∫
Ω
(f + g)dµ =

∫
Ω
hdµ =

∫
Ω
h+dµ−

∫
Ω
h−dµ (40)

=

∫
Ω
f+dµ−

∫
Ω
f−dµ+

∫
Ω
g+dµ−

∫
Ω
g−dµ (41)

=

∫
Ω
fdµ+

∫
Ω
gdµ (42)

Theorem 7.4.
f ∈ L1 (Ω) , α ∈ Rとする．このとき，

∫
Ω
αfdµ = α

∫
Ω
fdµ

Proof.
α > 0のとき，(αf)± = αf±だから∫

Ω
αfdµ =

∫
Ω
αf+dµ−

∫
Ω
αf−dµ = α

∫
Ω
f+dµ− α

∫
Ω
f−dµ = α

∫
Ω
fdµ (43)

さらに，0 =

∫
Ω
(f − f)dµ =

∫
Ω
fdµ +

∫
Ω
(−f)dµだから，

∫
Ω
(−f)dµ = −

∫
Ω
fdµ．よって，

α < 0のとき ∫
Ω
αfdµ =

∫
Ω
(−α) (−f)dµ = (−α)

∫
Ω
(−f)dµ = α

∫
Ω
fdµ (44)

α = 0のときは明らか
Theorem 7.5. Dominated Convergence Theorem,DCT
n ∈ Nに対して，fn : Ω → Rは可測とし，次の条件をみたすとする
• ∀x ∈ Ω, f (x) = lim

n→∞
fn (x)

• x ∈ Ω, ∀n ∈ N, |fn (x)| ≤ g (x)をみたす g ∈ L1 (Ω)が存在する
このとき，fn, f ∈ L1 (Ω)であり

lim
n→∞

∫
Ω
|fn − f |dµ = 0 (45)

lim
n→∞

∫
Ω
fndµ =

∫
Ω
fdµ (46)

Proof.
∀n ∈ N, x ∈ Ω, |fn (x)| ≤ g (x)かつ g ∈ L1 (Ω)より，fn ∈ L1 (Ω)である．また，f : Ω → Rは可
測であり，|f (x)| ≤ g (x)だから，f ∈ L1 (Ω)である．さらに，x ∈ Ω, |fn (x)− f (x)| ≤ 2g (x)
だから，Fatou の補題より∫

Ω
2gdµ ≤ lim inf

n→∞

∫
Ω
(2g − |fn − f |)dµ (47)

=

∫
Ω
2gdµ− limsup

n→∞

∫
Ω
|fn − f |dµ (48)
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ここで，
∫
Ω
2gdµ ∈ Rだから，limsup

n→∞

∫
Ω
|fn − f |dµ ≤ 0であり，lim

n→∞

∫
Ω
|fn − f |dµ = 0．ま

た ∣∣∣∣∫
Ω
fndµ−

∫
Ω
fdµ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
Ω
(fn − f)dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω
|fn − f |dµ (49)

だから，lim
n→∞

∫
Ω
fndµ =

∫
Ω
fdµ
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8 Lp空間
以下，(Ω,F , µ)を測度空間とし，µ (Ω) > 0とする．また，関数は実数値とする
Definition 8.1. L1ノルム
f ∈ L1 (Ω)に対して，∥f∥L1 =

∫
Ω
|f |dµと定める

Theorem 8.1.
f, g ∈ L1 (Ω) , α ∈ Rとする．このとき，∥αf∥L1 = |α| ∥f∥L1 であり，∥f + g∥L1 ≤ ∥f∥L1 + ∥g∥L1

である
Proof.

• f ∈ L1 (Ω) , α ∈ Rに対して，|αf |L1 =

∫
Ω
|αf |dµ = |α|

∫
Ω
|f |dµ = |α| ∥f∥L1

• f, g ∈ L1 (Ω)に対して

∥f + g∥L1 =

∫
Ω
|f + g|dµ ≤

∫
Ω
(|f |+ |g|)dµ (50)

=

∫
Ω
|f |dµ+

∫
Ω
|g|dµ = ∥f∥L1 + ∥g∥L1 (51)

Definition 8.2. 零集合・ほとんどいたるところ
N = {A ∈ F : µ (A) = 0}とおく．N の元を零集合という
また，P (x)を x ∈ Ωに対する命題とする．A ∈ N が存在し，全ての x ∈ Ω \Aに対して P (x)
が成り立つとき，P (x)はほとんどいたるところ成り立つという．このとき，P a.e. onΩまた
は P (x) for a.e.x ∈ Ωと書く
Theorem 8.2.
f ∈ L1 (Ω) , ∥f∥L1 = 0とする．このとき，f = 0 a.e. on Ω

Proof.
A = {x ∈ Ω : f (x) ̸= 0}とおく．また，∀n ∈ N, An =

{
x ∈ Ω : |f (x)| > 1

n

}
とおく．このとき，

An ∈ F であり

0 = ∥f∥L1 =

∫
Ω
|f |dµ ≥

∫
An

|f |dµ ≥
∫
An

1

n
dµ =

1

n
µ (An) (52)

だから，∀n ∈ N, µ (An) = 0である．また，A =
∞⋃
n=1

Anだから，A ∈ F であり，µ (A) = 0であ
る．よって，f = 0 a.e. on Ω

以下，f (x) = g (x) for a.e. on Ωをみたす可測関数 f, g : Ω → Rを同一視する．この同一
視により，L1 (Ω)はノルム空間となる
Definition 8.3. p乗可積分
1 < p <∞とする．f : Ω → Rが可測であり，

∫
Ω
|f |p dµ <∞のとき，f は Ω上で p乗可積分

であるという．Ω上で p乗可積分な関数全体の集合を Lp (Ω)で表す．また，f ∈ Lp (Ω)に対
して，∥f∥Lp =

(∫
Ω
|f |p dµ

) 1
p と定める
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Theorem 8.3.
(X, ∥·∥)はノルム空間とし，以下の条件を仮定する

{un} ⊂ X かつ
∞∑
k=1

∥uk+1 − uk∥ <∞ならば，{un}は X の収束列である

このとき，X は完備である
Theorem 8.4.
f : Ω → [0,∞)は可測であり，

∫
Ω
fdµ <∞とする．このとき，f (x) <∞ for a.e. x ∈ Ω

Proof.
A = {x ∈ Ω : f (x) = ∞}とおく．また，∀n ∈ N, An = {x ∈ Ω : f (x) ≥ n}とおく．このとき，
A,An ∈ F であり

nµ (An) =

∫
An

ndµ ≤
∫
An

fdµ ≤
∫
Ω
fdµ <∞ (53)

また，∀n ∈ N, A ⊂ Anだから，µ (A) ≤ µ (An)
n→∞−→ 0．よって，µ (A) = 0だから，f (x) <∞

for a.e. x ∈ Ω

Theorem 8.5.
1 ≤ p <∞とする．このとき，ノルム空間 Lp (Ω)は完備である
Proof.
上の定理を用いて，{un} ⊂ Lp (Ω) , u0 = 0とし，M :=

∞∑
k=0

∥uk+1 − uk∥Lp < ∞とする．また，

x ∈ Ωに対して，wn (x) =

n−1∑
k=0

|uk+1 (x)− uk (x)|とおき，w (x) =

∞∑
k=0

|uk+1 (x)− uk (x)|とお

く．このとき，x ∈ Ωに対して，{wn (x)}は非減少で w (x)pに収束するので，MCTより

lim
n→∞

∥wn∥pLp = lim
n→∞

∫
Ω
wp
ndµ =

∫
Ω
wpdµ (54)

また，n ∈ Nに対して，∥wn∥Lp ≤
n−1∑
k=0

∥uk+1 − uk∥Lp ≤M だから，
∫
Ω
wpdµ ≤Mpとなる．よっ

て，w (x) <∞ for a.e. x ∈ Ω．すなわち，E = {x ∈ Ω : w (x) <∞}とおくと，E ∈ F , µ (Ec) = 0．
x ∈ E に対して，

∞∑
k=0

|uk+1 (x)− uk (x)| = w (x) <∞だから

u (x) := lim
n→∞

un (x) = lim
n→∞

n−1∑
k=0

(uk+1 (x)− uk (x)) =
∞∑
k=0

(uk+1 (x)− uk (x)) (55)

が存在する．また，x ∈ Ecに対して，u (x) = 0と定める．このとき，u : Ω → Rは可測であり，
x ∈ E に対して，lim

n→∞
un (x) = u (x)である．また，n ∈ N, x ∈ Ωに対して

|un (x)| ≤
n−1∑
k=0

|uk+1 (x)− uk (x)| = wn (x) ≤ w (x) (56)

だから，|u (x)| ≤ w (x) であり，|un (x)− u (x)|p ≤ (|un (x)|+ |u (x)|)p ≤ 2pw (x)p．さらに，
w ∈ Lp (Ω)だから，u ∈ Lp (Ω)であり，DCTより

lim
n→∞

∫
Ω
|un − u|p dµ = lim

n→∞

∫
E
|un − u|p dµ (57)

よって，un → u in Lp (Ω)だから，Lp (Ω)は完備である
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9 測度の一意性定理
Definition 9.1. 乗法族
C ⊂ F (X)とする．A,B ∈ C =⇒ A ∩B ∈ C が成り立つとき，C を X 上の乗法族という
Definition 9.2. Dynkin 族
D ⊂ F (X)とする．Dが X 上のDynkin 族であるとは，以下の条件をみたすことである
• X ∈ D

• A,B ∈ Dかつ A ⊂ B =⇒ B \A ∈ D

• An ∈ D, An ⊂ An+1 =⇒
∞⋃
n=1

An ∈ D

Theorem 9.1. Dynkin 族定理
C は乗法族，DはDynkin 族であり，C ⊂ Dとする．このとき，σ (C) ⊂ Dである
Theorem 9.2. 測度の一意性定理
C は X 上の乗法族とする．また，µ1, µ2は σ (C)上の測度とし，以下の条件を仮定する
• A ∈ C, µ1 (A) = µ2 (A)

• 以下の条件をみたす {En}n∈N ⊂ C が存在する
– En ⊂ En+1

– µ1 (En) = µ2 (En) <∞

– X =
∞⋃
n=1

En

このとき，A ∈ σ (C)に対して，µ1 (A) = µ2 (A)である
Proof.
∀n ∈ N, A ∈ σ (C)に対して，µ1 (A ∩ En) = µ2 (A ∩ En)を示せば良い．実際，このとき，仮定
より測度の単調収束定理により，A ∈ σ (C)に対して

µ1 (A) = lim
n→∞

µ1 (A ∩ En) = lim
n→∞

µ2 (A ∩ En) = µ2 (A) (58)
∀n ∈ N,Dn = {A ⊂ X : µ1 (A ∩ En) = µ2 (A ∩ En)}とおく．示すべきことは，σ (C) ⊂ Dnであ
る．仮定と C が乗法族であることから，C ⊂ Dn である．以下，Dn が Dynkin 族であること
を示す
• En ∈ C と仮定より，µ1 (X ∩ En) = µ1 (En) = µ2 (En) = µ2 (X ∩ En)だから，X ∈ Dn

• A,B ∈ Dn, A ⊂ B とする．このとき，(B \A) ∩ En = (B ∩ En) \ (A ∩ En) であり，
µi (A ∩ En) ≤ µi (En) <∞だから

µ1 ((B \A) ∩ En) = µ1 (B ∩ En)− µ1 (A ∩ En) (59)
= µ2 (B ∩ En)− µ2 (A ∩ En) = µ2 ((B \A) ∩ En) (60)

よって，B \A ∈ Dn

• Ak ∈ Dn, Ak ⊂ Ak+1とし，A =
∞⋃
k=1

Ak とおく．このとき，測度の単調収束定理により

µ1 (A ∩ En) = lim
k→∞

µ1 (Ak ∩ En) = lim
k→∞

µ2 (Ak ∩ En) = µ2 (A ∩ En) (61)

だから，A ∈ Dn

以上により，DnはDynkin 族である
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10 Hopf の拡張定理
Definition 10.1. 半代数
C ⊂ F (X)とする．C が X 上の半代数であるとは，以下の条件をみたすことである
• X, ∅ ∈ C

• A,B ∈ C =⇒ A ∩B ∈ C

• A ∈ C =⇒ Ac ∈ C̃．ここで，C̃ :=

{
n⋃

i=1

Ci : n ∈ N, Ci ∈ Cは互いに素
}
である

Definition 10.2. 有限加法的・可算加法的・可算劣加法的
C ⊂ P (X)とし，µ : C → [0,∞]とする
• µ が C 上で有限加法的であるとは，有限個の集合 A1, . . . , Am ∈ C が互いに素であり，
A =

m⋃
i=1

Ai ∈ C =⇒ µ(A) =

m∑
i=1

µ(Ai)

• µが C 上で可算加法的であるとは，∀n ∈ N, An ∈ C が互いに素であり，A =

∞⋃
n=1

An ∈

C =⇒ µ(A) =
∞∑
n=1

µ(An)

• µが C 上で可算劣加法的であるとは，∀n ∈ N, An ∈ C が互いに素であり，A =
∞⋃
n=1

An ∈

C =⇒ µ(A) ≤
∞∑
n=1

µ(An)

Theorem 10.1. Hopf の拡張定理
C は半代数とし，µ0 : C → [0,∞]は以下の条件をみたすとする
• µ0 (∅) = 0

• µ0は C 上で有限加法的である
• µ0は C 上で可算劣加法的である

このとき，∀E ∈ C, µ (E) = µ0 (E)をみたす測度 µ : σ (C) → [0,∞]が存在する
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11 一次元 Lebesgue 測度
Definition 11.1.
Rの部分集合族 C1, C2を

C1 = {(a, b] : a, b ∈ R, a < b} (62)
C2 = {(a,∞) : a ∈ R} ∪ {(−∞, b] : b ∈ R} (63)

と定める．また，C = C1 ∪ C2 ∪ ∅と定める
Problem 11.1.
C は R上の半代数であることを示せ．また，B (R) = σ (C) = σ (C1)を示せ
Definition 11.2.
µ0 : C → [0,∞]を次のように定める
• µ0 (∅) = 0

• (a, b] ∈ C1 =⇒ µ0 ((a, b]) = b− a

• I ∈ C2 =⇒ µ0 (I) = ∞

Problem 11.2.
µ0は C 上で有限加法的であることを示せ
Theorem 11.1.
I ∈ C1, In ∈ C1, n ∈ Nかつ I ⊂

∞⋃
n=1

Inとする．このとき，µ0 (I) ≤
∞∑
n=1

µ0 (In)

Proof.
In = (an, bn] , I = (a, b]とする．ε > 0を任意にとる

[a+ ε, b] ⊂ (a, b] ⊂
∞⋃
n=1

(an, bn] ⊂
∞⋃
n=1

[
an, bn +

ε

2n

)
(64)

だから，[a+ ε, b]のコンパクト性より，Nの有限部分集合 J が存在し

(a+ ϵ, b] ⊂ [a+ ϵ, b] ⊂
⋃
j∈J

(
aj , bj +

ε

2j

)
⊂
⋃
j∈J

(
aj , bj +

ε

2j

]
(65)

これから

µ0 (I)− ε = b− a− ε = µ0 ((a+ ε, b]) (66)
≤
∑
j∈J

(
bj − aj +

ε

2j

)
(67)

≤
∞∑
n=1

(
bn − an +

ε

2n

)
=

∞∑
n=1

µ0 (In) + ε (68)
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