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§1

(1)

A1 ⊂ A2 ⊂ · · · より

P

( ∞∪
k=1

Ak

)
= P (A1 ∪ (A2 −A1) ∪ (A3 −A2) ∪ · · · )

= P (A1) +

∞∑
k=2

P (Ak −Ak−1)

言い換えれば、n番目までの和集合の確率は Anである、よって

P

( ∞∪
k=1

Ak

)
= lim

k→∞
P (Ak)

(2)

Bk = Ω−Ak とすると、B1 ⊂ B2 ⊂ · · · から、（１）を利用すると

P

(
Ω−

∞∩
k=1

Ak

)
= P

( ∞∪
k=1

Bk

)

1− P

( ∞∩
k=1

Ak

)
= P

( ∞∪
k=1

Bk

)

1− P

( ∞∩
k=1

Ak

)
= lim

k→∞
P (Bk)

1− P

( ∞∩
k=1

Ak

)
= lim

k→∞
P (Ω−Ak)

1− P

( ∞∩
k=1

Ak

)
= 1− lim

k→∞
P (Ak)

P

( ∞∩
k=1

Ak

)
= lim

k→∞
P (Ak)

(3)

∞∩
n=1

∞∪
k=n

Ak =

( ∞∪
k=1

Ak

)
∩

( ∞∪
k=2

Ak

)
∩

( ∞∪
k=3

Ak

)
∩ · · ·

ここで、∀k ∈ N, Ak ∈ F であるから、∀n ∈ N,
∞∪
k=n

Ak ∈ F

また、各 nに対し、Akn :=
∞∪
k=n

Ak で書くと

Ak1 , Ak2 , · · · , Akn , · · · ∈ F から、
∞∩
n=1

Akn ∈ F

言い換えれば、
∞∩
n=1

∞∪
k=n

Ak ∈ F
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(4)

ここで
∞∩
n=1

∞∪
k=n

Ak ∈ F という存在性はもう証明したから、以下は計算だけ

P

( ∞∩
n=1

∞∪
k=n

Ak

)
= lim

n→∞
P

( ∞∪
k=n

Ak

)

≤ lim
n→∞

∞∑
k=n

P (Ak)

= 0
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