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0
0.1
(1)
sup (0, 2] = 2

(2)
sup (0, 2) = 2

(3)

inf
{
1

n

∣∣∣∣n ∈ N
}

= 0

(4)
inf {n|n ∈ Z>0} = 1

(5)
inf {x|x ∈ R>0} = 0

(6)

sup
{
e−

1
x

∣∣∣x > 0
}
= 1

0.2
(1)
β < ∞, β = min {k|S ⊂ (−∞, k]} なので、∀ϵ > 0, S 6⊂ (−∞, β − ϵ] =⇒ ∃s ∈ S, s.t.s /∈
(−∞, β − ϵ]．つまり ∃s ∈ S, s.t.β − ϵ < ϵ ≤ β．一方、S ⊂ (−∞, β] であるから、s ∈ S ⊂
(−∞, β] ⇐⇒ s ∈ (−∞, β]．よって、∃s ∈ S, β − ϵ < s ≤ β

(2)
β = ∞ ⇐⇒ S が上に有界ではない ⇐⇒ ¬ (∃k ∈ R, s.t.S ⊂ (−∞, k]) ⇐⇒ ∀k ∈ R, S 6⊂
(−∞, k] ⇐⇒ ∀k ∈ R, ∃s ∈ S, s.t.s /∈ (−∞, k]．k = M とすると、∃s ∈ S, s > M

(3)

β < ∞ ∀n ∈ N, ∃s ∈ S, s.t.β − 1

n
< s ≤ βで、この sを snとおくと、β − 1

n
< sn ≤ βとなり、

n → ∞とすると、lim
n→∞

sn ≤ β

β = ∞ ∀n ∈ N, ∃s ∈ S, s.t.s > n = M．この sを snとおくと、lim
n→∞

sn = ∞

3
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(4)
S ⊂ S′のとき、β < ∞ならば、β =min {k|S ⊂ (−∞, k]} ≤ {k|S′ ⊂ (−∞, k]} = β′．β = ∞の
とき、S′も上に有界でないので、β′ = ∞

(5)
β′ ≤ β とする．S ⊂ S′ ∪ S なので sup (S ∪ S′) ≥ β = max {β, β′}．一方で β < ∞ のとき
S ⊂ (−∞, β] , S′ ⊂ (−∞, β]．したがって、S ∪ S′ ⊂ (−∞, β] ,∴ sup (S ∪ S′) ≤ β =max {β, β′}

0.3
(1)

∀a, b ∈ R, ∅ ⊂ [a, b] ⊂

{
[a,∞)

(−∞, b]
があるから、{a ∈ R|∅ ⊂ [a,∞)} = {a|a ∈ R} = {b ∈ R|∅ ⊂ (−∞, b]} =

{b|b ∈ R} = R

(2)
(1) より、inf ∅ = max{a∣∣aは ∅の下界} = maxR = ∞, sup ∅ = min{b∣∣bは ∅の上界} =
minR = −∞

0.4
(1)
(a− ϵ, a+ ϵ)

(2)

x ∈ (1, 2)とする．ϵ :=
1

2
min {x− 1, 2− x} > 0と取れば B (x, ϵ) ⊂ (1, 2]

(3)
開集合ではない
0 ∈ [0, 1)である．∀ϵ > 0, B (0, ϵ) 6⊂ [0, 1)であるので、[0, 1)は開集合ではない

(4)
[−1, 1] ⊂ [−1, 1]は明らかに成立するので、以下は [−1, 1] ⊂ [−1, 1]を示す．x ∈ [−1, 1]とす
ると ∀ϵ > 0, (x− ϵ, x+ ϵ) = B (x, ϵ) ∩ [−1, 1] 6= ∅であるから、x + ϵ ≥ −1, x − ϵ ≤ 1．つまり
−1− ϵ ≤ x ≤ 1 + ϵが任意の ϵ > 0に対して成立するので、−1 ≤ x ≤ 1

0.5
(1)

f−1 ((0, 1)) = {x ∈ [0, 2π]|sinx ∈ (0, 1)} =
(
0,

π

2

)
∪
(π
2
, π
)
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(2)
(0, 1]

(3),(4)
x0 ∈ f−1 (I) とおくと、f (x0) ∈ I、I は開区間なので、∃ϵ0 > 0, s.t.B1 (f (x0) , ϵ0) ⊂ I．つ
まり、(f (x0)− ϵ0, f (x0) + ϵ0) ⊂ I．一方で、f は [0, 2π) 上連続なので、∃δ0 > 0, s.t.∀x ∈
[0, 2π) , |x− x0| < δ =⇒ |f (x)− f (x0)| < ϵ0となるので、{x ∈ [0, 2π) : |x− x0| < δ0} ⊂ f−1 (I)

0.6
=⇒

{an} を
{
∀n ∈ N, an ∈ A

a := lim
n→∞

an ∈ Rn とすると、∀ϵ > 0, ∃N ∈ N, s.t.∀j ≥ N, |aj − a| < ϵ．つまり

aj ∈ A ∩B (a, ϵ)．したがって A ∩B (a, ϵ) 6= ∅、a ∈ A = A

⇐=

a ∈ Aとする．このとき、∀j ∈ N, B
(
a,

1

j

)
∩A 6= ∅より、∃aj ∈ B

(
a,

1

j

)
∩Aとなる．このと

き lim
j→∞

aj = a ∈ A

5
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1
1.1
(D1)と (D2)は明らかに成立するから、ここで (D3)だけ示す
(dE (x, z))2 =

n∑
j=1

(xj − zj)
2 =

n∑
j=1

((xj − yj) + (yj − zj))
2

=
n∑

j=1

(xj − yj)
2 + 2

n∑
j=1

(xj − yj) (yj − zj) +
n∑

j=1

(yj − zj)
2

≤
n∑

j=1

(xj − yj)
2 + 2

√√√√√
 n∑

j=1

(xj − yj)
2

 2∑
j=1

(yj − zj)
2

+

n∑
j=1

(yj − zj)
2

= (dE (x, y))2 + 2dE (x, y) dE (y, z) + (dE (y, z))2 = (dE (x, y) + dE (y, z))2

1.2
(D1)と (D2)は明らかに成立するから、ここで (D3)だけ示す
d
(n)
1 (x, z) =

n∑
j=1

|(xj − yj) + (yj − zj)| ≤
n∑

j=1

(|xj − yj |+ |yj − zj |) = d
(n)
1 (x, y) + d

(n)
1 (y, z)

1.3
d
(n)
∞ (x, z) =max

j
{|(xj − yj) + (yj − zj)|} ≤max

j
{|xj − yj |+ |yj − zj |} ≤max

j
|xj − yj |+max

j
|yj − zj | =

d
(n)
∞ (x, y) + d

(n)
∞ (y, z)

1.4
x, y, z ∈ X を以下のように分ける
(1)x = y = z, (2− 1)x = y 6= z, (2− 2)x = z 6= y, (2− 3)x 6= y = z, (3)x 6= y 6= z

(1) (2‑1) (2‑2) (2‑3) 3
d(x,z) 0 0 1 1 1
d(x,y) 0 1 1 0 1
d(y,z) 0 1 1 0 1

1.5
(1)

a+ b

1 + a+ b
≤ a

1 + a
+

b

1 + b

(a+ b) (1 + a) (1 + b) ≤ a (1 + a+ b) (1 + b) + b (1 + a+ b) (1 + a)

a (1 + a) (1 + b) + b (1 + a) (1 + b) ≤ a (1 + a) (1 + b) + b (1 + a) (1 + b) + ab (2 + a+ b)

0 ≤ ab (2 + a+ b)

(2)

f ′ (t) =
1

(1 + t)2
> 0から、f が単調増加である

6
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(3)

d̃ (x, z) =
d (x, z)

1 + d (x, z)
≤ d (x, y) + d (y, z)

1 + d (x, y) + d (y, z)
≤ d (x, y)

1 + d (x, y)
+

d (y, z)

1 + d (y, z)
= d̃ (x, y) + d̃ (y, z)

1.6
d∞ ((xn)n , (zn)n) = sup |(xn − yn)− (yn − zn)|
≤ sup (|xn − yn| − |yn − zn|) ≤ sup |xn − yn| − sup |yn − zn|

1.7
(D3)は同様
sup
x∈[0,1]

|f (x)− g (x)| = 0とすると、∀x ∈ [0, 1] f (x)− g (x) = 0 =⇒ f = g

7
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2
2.1
(1)

(a, b) ∈ Aとする．N
(
(a, b) ,

a

2

)
⊂ Aから Aは開集合である

(2)

A =

{(
x
y

)
∈ R2

∣∣∣∣x ≥ 0

}

(3)
B が開集合でない ⇐⇒ ∃ (a, b) ∈ B, s.t.∀ϵ > 0, N ((a, b) , ϵ) 6⊂ B
⇐⇒ ∃ (a, b) ∈ B, s.t.∀ϵ > −, ∃ (c, d) ∈ N ((a, b) , ϵ) , s.t. (c, d) /∈ B
(1, 0) ∈ B であるが ∀ϵ > 0, N ((1, 0) , ϵ) 6⊂ B である

(4)
Bi = ∅, B = {(x, 0)|x ≥ 0}

2.2
Qi = ∅,Q = R
証明は稠密性から自明

2.3
(1)
f ∈ Aとする．このとき ∀ϵ > 0, N (f, ϵ) ∩ A 6= ∅、よって ∃g ∈ N (f, ϵ) ∩ Aであり、g ∈ Aで
d∞ (f, g) < ϵ．このとき f (x) = g (x) + (f (x)− g (x)) ≥ g (x) − sup

x∈[0,1]
|f (x)− g (x)|．両辺に

[0, 1]での最小値をとるとmin
x

f (x) ≥ min
x

g (x)− sup |f (x)− g (x)| ≥ −ϵ．ϵ > 0の任意性よ
り、min f (x) ≥ 0、∴ f ∈ A

(2)

f ∈ B とすると、∃c > 0, s.t.min f (x) = c．このとき、g ∈ N
(
f,

c

2

)
とすれば x ∈ [0, 1]、

g (x) ≥ f (x) + (g (x)− f (x)) ≥ f (x)− sup |f (x)− g (x)|

min g (x) ≥min f (x)− sup |f (x)− g (x)| > c− 1

2
c =

1

2
c > 0、よって g ∈ B,N

(
f,

1

2
c

)
⊂ B

2.4
(1)
定義より ∅, X ∈ Od

8
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(2)

O1, O2, · · · , On ∈ Od とする．
n⋂

k=1

Ok = ∅ならば開集合．
n⋂

k=1

Ok 6= ∅のときは x ∈
n⋂

k=1

Ok とす
ると、∃ {ϵk}nk=1：正の数列、s.t.N (x, ϵk) ⊂ Ok．ここで、ϵ0 :=min {ϵk : k = 1, 2, · · · , n}とお
くと N (x, ϵ0) ⊂

n⋂
k=1

Ok となり、
n⋂

k=1

Ok ∈ Od

(3)
Oλ ∈ Od, x ∈

⋃
λ∈Λ

Oλとすると ∃λ0 ∈ Λ, s.t.x ∈ Oλ0

∃ϵ > 0, s.t.N (x, ϵ) ⊂ Oλ0 ⊂
⋃
λ∈Λ

Oλなので、
⋃
λ∈Λ

Oλ：開集合

2.5
(1)

N (x, ϵ) =

{
x ϵ > 1

{x} 0 < ϵ < 1

(2)

x ∈ Aとし ϵ =
1

2
とすると N

(
x,

1

2

)
= {x} ⊂ A

(3)

x ∈ Aとする．∀ϵ > 0, A ∩N (x, ϵ) 6= ∅．ϵ =
1

2
とすると、N (x, ϵ) = {x} ∩ A 6= ∅より x ∈ A．

よって、Aは閉集合である

2.6
x /∈ Ac =⇒ x /∈ Ac と示せばいいで X /∈ Ac ⇐⇒ ∃ϵ < 0, s.t.N (x, ϵ) ∩ Ac = ∅ ⇐⇒ ∃ϵ >
0, s.t.N (x, ϵ) ⊂ A ⇐⇒ x ∈ Ai

⇐⇒ x /∈ Ac =⇒ x ∈ A ⇐⇒ ∀ϵ > 0, N (x, ϵ)∩A 6= ∅ =⇒ x ∈ A ⇐⇒ ∀ϵ > 0, N (x, ϵ) 6⊂ Ac =⇒
x ∈ A ⇐⇒ x /∈ (Ac)i =⇒ x /∈ Ac ⇐⇒ x ∈ Ac =⇒ x ∈ (Ac)i ⇐⇒ Ac : open
よって A : open =⇒ Ac : closedで逆方向の証明は逆方向であるから略

9
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3
3.1
(1) =⇒ (2)

(1)は ∀ϵ > 0, ∃δ > 0, s.t.x ∈ X, dX (x, a) < δ =⇒ dY (f (x) , f (a)) < ϵ
よって、x ∈ N (a, δ) =⇒ f (x) ∈ N (f (a) , ϵ) ⇐⇒ x ∈ f−1 (N (f (a) , ϵ))
∴ N (a, δ) ⊂ f−1 (N (f (a) , ϵ))

(2) =⇒ (3)

dY (f (a) , f (a)) = 0 < ϵより、a ∈ f−1 (NY (f (a) , ϵ))であり、(2)から、∃δ > 0, s.t.NX (a, δ) ⊂
f−1 (NY (f (a) , ϵ))、∴ aは f−1 (NY (f (a) , ϵ))の内点

(3) =⇒ (4)

M ∈ NY (f (a))とすると ∃ϵ > 0, NY (f (a) , ϵ) ⊂ M．このとき、f−1 (NY (f (a) , ϵ)) ⊂ f−1 (M)i、
(3)から a ∈ f−1 (NY (f (a) , ϵ))なので、a ∈ f−1 (M)i , f−1 (M) ∈ NX (a)

(4) =⇒ (1)

f (a) ∈ NY (f (a) , ϵ)i = NY (f (a) , ϵ)より、NY (f (a) , ϵ) ∈ NY (f (a))なので (4)より f−1 (NY (f (a) , ϵ)) ∈
NX (a)．つまり a ∈ f−1 (NY (f (a) , ϵ))

3.2
(1) =⇒ (2)

A ⊂ X, b ∈ f
(
A
)とすると ∃a ∈ A, s.t.b = f (a) , ∀ϵ > 0, NY (a, ϵ) ∩ A 6= ∅、(1)から f は x = a

で連続なので、3.2 の (2) より N (a, ϵ) ⊂ f−1 (NY (f (a) , ϵ)) なので f−1 (NY (b, ϵ)) ∩ A 6= ∅、
したがって、x ∈ f−1 (NY (b, ϵ)) ∩ A とすると f (x) ∈ NY (b, ϵ) かつ x ∈ A．したがって、
NY (b, ϵ) ∩ f (A) 6= ∅,∴ ∅ ∈ f (A)

(2) =⇒ (1)

Y ⊃ F : closedとおくと、f−1 (Y ) ⊂ X なので (2)から f
(
f−1 (Y )

)
⊂ f (f−1 (F )) = F = F．

したがって、f−1 (F ) ⊂ f−1 (F )となり、f−1 (F )は閉である．以下は f の連続性を示す
O ⊂ Y,O : openとし、2.6からOc : closedなので f−1 (Oc)は閉で、f−1 (Oc) = {x ∈ X|f (x) ∈ Oc} =
{x ∈ X|f (x) ∈ O}c =

{
f−1 (O)

}c．よって {
f−1 (O)

}c は閉で f−1 (O)は開であるから f は連
続である

10
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3.3
(1)

d∞ (f, f0) < δ,G =

∫ 1

0
g (t)dtとすると δ :=

ϵ

G
とすれば

|lg (f)− lg (f0)| =
∣∣∣∣∫ 1

0
f (t) g (t)dt−

∫ 1

0
f (t) g (t)dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ 1

0
(f (t)− f0 (t)) g (t)

∣∣∣∣dt
≤
∫ 1

0
|f (t)− f0 (t)| g (t)dt

≤
∫ 1

0
sup
t∈[0,1]

|f (t)− f0 (t)| g (t)dt

≤
∫ 1

0
δg (t)dt < ϵ

(2)
d∞ (f, g) < δ := ϵとすれば

d∞ (T (f) , T (g)) = sup
x∈[0,1]

∣∣∣∣∫ x

0
(f (t)− g (t))dt

∣∣∣∣
≤ sup

x∈[0,1]

∫ x

0
|f (t)− g (t)|dt

≤
∫ x

0
‖f − g‖∞ dt = x · ‖f − g‖∞

≤ ‖f − g‖∞ = d∞ (f, g) < ϵ

(3)
M :=max {f (t) , g (t)} , δ :=

ϵ

2M + 1
とすれば

d∞ (D (f) , D (g)) = sup
x∈[0,1]

∣∣∣∣f (0)− g (0) +

∫ x

0
f (t)2 dt−

∫ x

0
g (t)2 dt

∣∣∣∣
≤ sup

x∈[0,1]
|f (0)− g (0)|+ sup

x∈[0,1]

∣∣∣∣∫ x

0
f (t)2 dt−

∫ x

0
g (t)2 dt

∣∣∣∣
≤ sup

x∈[0,1]
|f (x)− g (x)|+ sup

x∈[0,1]
|f (x)− g (x)| · sup

x∈[0,1]

∣∣∣∣∫ x

0
f (t) + g (t)dt

∣∣∣∣
< δ + δ · 2M = (2M + 1) δ < ϵ

3.4
(1)
f : X → Y が Lipschitz 連続であるから、∃k, s.t.∀a, b ∈ X, dY (f (a) , f (b)) ≤ KdX (a, b)．こ
こで dX (a, b) < δ :=

ϵ

K
とすると、dY (f (a) , f (b)) ≤ KdX (a, b) < K

ϵ

K
= ϵだから、f は一

様連続

11
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(2)
f は一様連続であるから、∀x, y ∈ X, ∃δ, s.t.∀dX (x, y) < δ =⇒ dY (f (x) , f (y)) < ϵ．言い換えれ
ば y = x0を固定すれば任意の x0 ∈ X に対して連続であり、x0の任意性より f は連続である

12
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4
4.1
⊂

x ∈ {x ∈ X|∀O ∈ O, [x ∈ O =⇒ O ∩A 6= ∅]} とする．F ∈ F に対し、F c ∈ O となるから、
∃O ∈ O, s.t.F c = O ∈ O, x ∈ O =⇒ O ∩ A 6= ∅ より x ∈ F c =⇒ F c ∩ A 6= ∅ があるので、
これの対偶をとると F c ∩ A = ∅ =⇒ x /∈ F c である．A ⊂ F のとき、F c ∩ A = ∅ なので、
x /∈ F c ⇐⇒ x ∈ F．よって ∀F ∈ F , A ⊂ F, x /∈ F c =⇒ x ∈ F より x ∈

⋂
{F ∈ F|A ⊂ F}

⊃

x ∈
⋂

{F ∈ F|A ⊂ F}とする、O ∈ Oに対し、Oc ∈ F なので A ⊂ Oc =⇒ x ∈ Ocである．し
たがって、A ∩O = ∅ =⇒ A ⊂ Oc =⇒ x ∈ Oc．これの対偶から x ∈ O =⇒ A ∩O 6= ∅

4.2
O1 = {∅, X}
O2 = {∅, {1} , X}
O3 = {∅, {2} , X}
O4 = P (X)

4.3
(1)
X /∈ O1, ∅ /∈ O2から、(O1)が満たされていない
{1, 2} ∩ {2, 3} = {2} /∈ O3から、(O2)が満たされていない
{1} ∪ {2} = {1, 2} /∈ O4から、(O3)が満たされていない

(2)
Õ1 = O1 ∪X

Õ2 = O2 ∪ ∅
Õ3 = O3 ∪ {2}
Õ4 = O4 ∪ {1, 2}

4.4
(1)
O1

(O1) ∅,R ∈ O1

(O2) ∀O1, O2 ∈ O1, O1, O2 ∈ {∅,R}のとき自明であるから、任意の O1, O2 に対して O1, O2 /∈
{∅,R} とする．O1 := (−∞, a1) , O2 := (−∞, a2) とし、対称性より a1 ≤ a2 とすると、
O1 ∩O2 = O1 ∈ O1

(O3) (−∞, ai) ∈ O1, i ∈ I とすると、⋃
i∈I

(−∞, ai) =

(
−∞,max

i∈I
{ai}

)
∈ O1

13
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O2

(O1) ∅,R ∈ O2

(O1) ∀O1, O2 ∈ O2, O1 := [−n1, n1] , [−n2, n2]とし、対称性より n1 ≤ n2 とすると O1 ∩ O2 =
O1 ∈ O2

(O1) [−ni, ni] ∈ O2, i ∈ I とすると
⋃
i∈I

[−ni, ni] =

[
−max

i∈I
{ni} ,max

i∈I
{ni}

]
=


R max

i∈I
{ni} = ∞[

−max
i∈I

{ni} ,max
i∈I

{ni}
]
max
i∈I

{ni} < ∞

から ⋃
i∈I

[−ni, ni] ∈ O2

(2)
F1 = {Oc|O ∈ O1} = {[a,+∞)|a ∈ R} ∪ {R, ∅}
F2 = {Oc|O ∈ O2} = {(−∞,−n) ∪ (n,∞)|n ∈ N} ∪ {R, ∅}

(3)
Ai

1 =
⋃
{O ∈ O1|O ⊂ A1}であるが、これをみたす O ∈ O1は存在しないから、Ai

1 = ∅
A1 =

⋂
{F ∈ F1|A1 ⊂ F} = [−3,+∞)

Ai
2 =

⋃
{O ∈ O2|O ⊂ A2} = ∅

A2 =
⋂
{F ∈ F2|A2 ⊂ F} = (−∞,−1) ∪ (1,+∞)

(4)
Bi

1 =
⋃

{O ∈ O1|O ⊂ B1} = ∅
B1 =

⋂
{F ∈ F1|B1 ⊂ F} = [−3,+∞]

Bi
2 =

⋃
{O ∈ O2|O ⊂ B2} = [−1, 1]

B2 =
⋂
{F ∈ F2|B2 ⊂ F} = ∅

4.5
(1)
Ai =

⋃
{O ∈ O|O ⊂ A}で ∀O ∈ Ai, O ⊂ Aから Ai ⊂ A

(2)
Ai =

⋃
{O ∈ O|O ⊂ A} =

⋃
O∈O

Oから Ai ⊂ O

(3)
A ∈ Oから A ⊆ Aより A ⊂ Ai

A ⊂ Aiと仮定すると、A ⊂ Aかつ A ∈ O
以上より、A ∈ O ⇐⇒ A ⊂ Ai

4.6
(1)
A =

⋂
{F ∈ F|A ⊂ F}で A ⊂ Aから A ⊂ A

14
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(2)
A =

⋂
{F ∈ F|A ⊂ F} =

⋂
F∈F

F から A ∈ F

(3)
A ∈ F と仮定すると A ⊆ Aから A ⊆ A
A ⊂ Aと仮定すると ⋂

{F ∈ F|A ⊂ F} ⊂ Aから A ⊂ Aより A ∈ F

4.7
(O1) ∅, A ∈ Oから ∅, A ∈ OA

(O2) ∀O1, O2 ∈ OA, O1, O2 ⊂ Aで O1 ∩O2 ⊂ Aから O1 ∩O2 ∈ OA

(O3) ∀i ∈ I,Oi ∈ OAとすると
⋃
i∈I

Oi ⊂ Aであるから ⋃
i∈I

Oi ∈ OA

15
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5
5.1
(1) =⇒ (2) =⇒ (4) =⇒ (3) =⇒ (1)

(1 =⇒ 2)

p ∈ X,N ∈ NY (f (p))とすると f (p) ∈ N i

∃O ∈ OY , s.t.f (p) ∈ O ⊂ N
よって、p ∈ f−1 (O)となるが、(1)より f−1 (O) ∈ OX なので
(O ⊂ N) =⇒ f−1 (O)i ⊂ f−1 (N)i

したがって、p ∈ f−1 (O)
open
= f−1 (O)i ⊂ f−1 (N)i

∴ f−1 (N) ∈ NX (p)

(2 =⇒ 4)

S ⊂ X, y ∈ f
(
S
)とする.∃p ∈ S, s.t.y = f (p)である.O ∈ OY , y = f (p) ∈ O

(
= Oi

)とすると
(2)から p ∈ f−1 (O)i

p ∈ S なので、∀O′ ∈ OX に対し、p ∈ O′ =⇒ O′ ∩ S 6= ∅より f−1 (O)i ∩ S 6= ∅
x ∈ f−1 (O)i ∩ S とすると、f

(
f−1 (O)i

)
⊂ Oから f (x) ∈ O ∩ f (S)

(4 =⇒ 3)

F ∈ FY とする.(4)から f−1 (F ) ⊂ X に対し、f
(
f−1 (F )

) (4)
⊂ f (f−1 (F )) ⊂ F = F なので

f−1 (F ) ⊂ f−1
(
f
(
f−1 (F )

))
⊂ f−1 (F )

(3 =⇒ 1)

O ∈ OY とすると、Oc ∈ FY なので、(3)から f−1 (Oc) ∈ FY .
∴ f−1 (O) = f−1 (Oc)c = OX

5.2
(1)
O ∈ OY とすると f−1 (O) ∈ P (X) = OX

(2){
ϕ = OY

Y = OY

とすると
{
f−1 (ϕ) = ϕ ∈ OX

f−1 (Y ) = X ∈ OX

5.3
O ∈ OY とすると、y0 ∈ O =⇒ f−1 (O) = X = OX ,y0 /∈ O =⇒ f−1 (O) = ∅ ∈ OX

16
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5.4
O ∈ Oz とする.g：連続
g−1 (O)は開で、f：連続
f−1

(
g−1 (O)

)：開
(g ◦ f)−1 (O) = f−1

(
g−1 (O)

)
∈ OX

∴ g ◦ f 連続

5.5
(1)
|f | : X → Rを |·| : R → R, f : X → Rの合成で |·| ◦ f = |f |と考える
∀a ∈ R, ∀ϵ > 0, δ := ϵととると
|x− a| < δ =⇒ ||a| − |x|| ≤ |x− a| < δ = ϵ

(2)
max : R → Rとして、f+ =max ◦f と考える

∀a ∈ R, ∀ϵ > 0, δ :=

ϵ a = 0

min
{
|a|
2
, ϵ

}
a 6= 0

ととると

|x− a| < δ =⇒ |max {x, 0} −max {a, 0}| < ϵ

5.6
(1)
(O1) ∅, X ∈ OX は自明
(O2) ∀O1, O2 ∈ OX とすると、O1 ∩O2 ⊂ X から O1 ∩O2 ∈ OX

(O3) ∀i ∈ I,Oi ∈ OX とすると、
⋃
i∈I

Oi ⊂ X から ⋃
i∈I

Oi ∈ OX

(2)
OY = {∅, {b} , {a, b} , Y }

(3)
OY = {∅, {a} , {c} , {a, c} , {a, b} , Y }

5.7
1. id : X → X より X ' X

2. X ' Y とすると ∃f : X → Y は同相写像であり、f の逆写像 f−1も同相写像であるから
f−1 : Y → X より Y ' X

3. X ' Y, Y ' Z とすると ∃f : X → Y, g : Y → Z は同相写像で、これらの逆写像
f−1 : Y → X, g−1 : Z → Y も存在するから、∃h−1 = f−1 ◦ g−1も同相写像だから X ' Z

17
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5.8
(1) ∼ (4)

f (x) =
d− c

b− a
(x− a) + c

(5)

f (x) = 1− x, [0, 1) ' (0, 1]
f (x) = logx, (0, 1] ' (−∞, 1]

(6)

f (x) = tanx

5.9
(1)

f (θ) := (cos θ, sin θ) ∈ S1は連続で
g (x, y) :=

{
arccosx y ≥ 0

2π − arccosx y < 0
とおくと、f ◦ g = g ◦ f = idで gは連続

(2)

(R 6' S1を示す)
f : S1 → R：連続、全単射　が存在すると仮定する
ここで g : [0, 2π) → S1を g (0) := (cos θ, sin θ)とおくと、gは連続　全単射になる
(g−1は連続にならない)
したがって、f ◦ g : [0, 2π) → Rも連続　全単射
よって、f ◦ gは単調増加としてよい. そこで f ◦ g (0) =: αとおくと f ◦ g (x) ≥ α, ∀x ∈ [0, 2π)
であるが、これは f ◦ g全射であることと矛盾
f：連続　全単射となるものは存在しない

6
6.1
OZ = {U ∩ Z|U ∈ OR}

(1)

x ∈ Zのとき、{x} =

(
x− 1

2
, x+

1

2

)
∩ Z ∴ {x} ∈ OZ

次 OZ ⊂ P (Z)は明らか、A ∈ P (Z)とすると、A =
⋃
x∈A

{x}であるが、{x} ∈ OZと (O3)から
A ∈ OZ

18
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(2)
OQ = {U ∩Q|U ∈ OR}、x ∈ Qとする
{x}が Qの開集合でない ⇐⇒ ¬

(
xがQの開集合) ⇐⇒ ¬ (∃U ∈ OR, {x} = U ∩Q)

⇐⇒ ∀U ∈ OR, {x} 6= U ∩Q
U ∈ ORを任意にとる、x /∈ U のとき、{x} 6= U ∩Qは自明なので、x ∈ U とすると
∃ϵ > 0, s.t. (x− ϵ, x+ ϵ) ⊂ U
ここで、有理数の稠密性から ∃y ∈ Q, s.t.y ∈ (x, x+ ϵ)
このとき、x < y ∈ U ∩Q, {x} 6= {y} ⊂ U ∩Q

6.2
X = R\Z

(1)
(0, 1) = (0, 1) ∩X, (0, 1) = [0, 1] ∩X とかけるので、(0.1)は開かつ閉集合

(2)[
1

2
,
3

2

]
X

:=

[
1

2
,
3

2

]
\ {1} ,

[
1

2
,
3

2

]
X

=

[
1

2
,
3

2

]
∩X より閉集合であるが開集合ではない.

(∵)[
1

2
,
3

2

]
X

が X の開集合でない ⇐⇒ ∀U ∈ OR,

[
1

2
,
3

2

]
X

6= U ∩X[
1

2
,
3

2

]
X

/∈ ORなので、U ⊋
[
1

2
,
3

2

]
X

となる U を考える.
1

2
∈
[
1

2
,
3

2

]
X

であるから、∃ϵ > 0, s.t.

(
1

2
− ϵ,

1

2
+ ϵ

)
⊂ U

ここで y :=
1

2
−min

{
ϵ

2
,
1

4

}
とおくと y ∈ U ∩X かつ y <

1

2
なので、

[
1

2
,
3

2

]
X

6= U ∩X

6.3
(1)
A = (−∞, 3) ∩X

B = (−2, 0) ∩X

C = (0.9, 2) ∩X

D = (2.9,∞) ∩X

(2)
A = (−∞, 3] ∩X

B = [−2, 0] ∩X

C = [1, 2] ∩X

D = [3,∞) ∩X

(3)
[−3, 3] ∩X = (−2, 0) ∪ [1, 2) ∪ {3}
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(4)
NX (0, 3) = (−3, 3) ∩X = B ∪ C

6.4
B = ((0,∞)x × Ry) ∩X より開
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7
7.1
(O1) の成立は自明であって (O2) は 0 < a1 ≤ a2 とすると [−a1, a1] ⊂ [−a2, a2] があるから
[−a1, a1] ∩ [−a2, a2] = [−a1, a2]より ∀B1, B2 ∈ B, B1 ∩ B2 ∈ B．ここで Bn =

[
− 1

n
,
1

n

]
, n ∈ N

とすると、
∞⋃
n=1

Bn = (−1, 1) /∈ Bから (O3)をみたさない
B = {[−a, a] ⊂ R|a ≥ 0}から a → ∞とすると B = Rから、R =

⋃
B．任意に B1, B2 ∈ Bを取

り、B1, B2 ∈ {∅,R}のときは自明であるから、B1, B2 /∈ {∅,R}とする．対称性より B1 ⊂ B2を
仮定すると x ∈ B1 ∩ B2 ⇐⇒ x ∈ B1 に対し、B = B1 に対して B ⊂ B1 ∩ B2 で x ∈ B．以上
より、Bは開基の公理をみたす

7.2
BS = {

⋂
U|U ⊂ S} = {∅, {1, 2} , {2, 3} , {2} , {4} , X}

OS = OBS = {
⋃

U|U ⊂ BS} = {∅, {1, 2} , {2, 3} , {2} , {4} , {2, 4} , {1, 2, 3} , {1, 2, 4} , {2, 3, 4} , X}

7.3
(1)
O ∈ Od をとると x ∈ O のとき ∃ϵ > 0, s.t.N (x, ϵ) ⊂ O となり、ϵ1 < ϵ2 とし ∀B1 =
{N (x, ϵ1)} , B2 = {N (x, ϵ2)} ∈ B, x ∈ B1 ∩ B2 とすると B1 ∩ B2 = B1 から x ∈ B1 ∈ B．
よって Bは開基である

(2)
1. X =

⋃
r>0

N (a, r)

2. B1 := N (a, r1) , B2 := N (a, r2) , r1 ≤ r2とし B1 ∩B2 = B1となり、x ∈ B1 ∩B2 = B1に
対して x ∈ B1 ∈ B

から、Ba は開基の公理をみたすが d が離散距離の場合で、N

(
a,

1

2

)
= {a} ∈ Od であるが

{a} 6= X =
⋃
r>0

N (a, r)となるから Baは Odの開基とならない

(3)(
x− 1

2
, x+

1

2

)
∈ ORであるが

(
x− 1

2
, x+

1

2

)
⊊
⋃
x∈R

N (x, 1)から、開基ではない
O ∈ OR とすると ∀x ∈ O, ∃ϵ > 0, s.t. (x− ϵ, x+ ϵ) ⊂ O となる．ϵ ≥ 1のとき x ∈ N (x, 1) ⊂
N (x, ϵ)があるから、x ∈

⋂
B∈B0

かつ ⋂
B∈B0

⊂ Od．以上より B0は Odの準開基である

ϵ < 1では U1 := N
(
x− ϵ

2
+ 1, 1

)
, U2 := N

(
x+

ϵ

2
− 1, 1

)
∈ B0 とおくと ∀x ∈ O ∈ OR, x ∈

U1 ∩ U2 =
(
x− ϵ

2
, x+

ϵ

2

)
⊂ N (x, ϵ) ⊂ Oから、B0は Odの準開基である
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7.4
開基であると仮定すると ∀O := N ((x, y) , ϵ) ∈ Od, ∃S0 ∈ S, s.t.N ((x, y) , ϵ) =

⋃
S∈S0

S であるが、
N ((0, 0) , 1)に対して、任意の S ∈ S は第一または第三象限しか被覆しないから S は開基では
ない
∀O = N

(
(x0, y0) ,

√
2r
)
∈ Od, ∀ (x0, y0) ∈ R2, U1 := {(x, y) : x > x0 − r, y > y0 − r} ∈ S1 ⊂ S

U2 := {(x, y) : x < x0 + r, y < y0 + r} ∈ S1 ⊂ S とすると (x0, y0) ∈ U1 ∩ U2 で U1 ∩ U2 ⊊ O =
N
(
(x0, y0) ,

√
2r
)
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8
8.1
8.2
8.3
8.4
8.5
8.6
U, V ∈ Oに対し

(1)
x ∈ U ∩ V のとき、∆−1 (U × V ) = X ∈ O

(2)
x /∈ U ∩ V のとき、∆−1 (U × V ) = ∅ ∈ O

8.7
O1 ∈ OY1 , O2 ∈ OY2 に対し、仮定から f−1

1 (O1) ∈ OX , f−1
2 (O2) ∈ OX なので、f−1 (O1 ×O2) =

f−1
1 (O1) ∩ f−1

2 (O2) ∈ OX

8.8
Annulus（円環）

ϕ : S1 × (0, 1) → A

(cos θ, sin θ, r) 7→ ((1 + r) cos θ, (1 + r) sin θ)

とすると、ϕ：全単射、連続、ϕ−1：連続(
ϕ−1 (u, v) =

(
u√

u2 + v2
,

v√
u2 + v2

,
√
u2 + v2 − 1

))

8.9
Torus（トーラス）

ϕ : S1 × S1 → Π

(cos θ, sin θ, cos η, sin η) 7→ ((2 + cos η) cos θ, (2 + cos η) sin θ, sin η)

ϕ：全単射、ϕ, ϕ−1：連続
(
ϕ−1 (x, y, z) =

(
x√

x2 + y2
,

y√
x2 + y2

,
√

x2 + y2 − 2, z

))

23



程铪炘 1124076

9
9.1
(1)
x− (x− [x]) = [x] ∈ Z
∴ x ∼ x− [x]

(2)
f (x)は xの式と定めると、必ず xを与えたとき f (x)が一つ定まる．今回は f̃ (C) := f (x)、
右辺に C がない→一つに定まるかわからない．x, y ∈ C としたときに f (x) = f (y)となれば
代表元の取り方に依らない
x, y ∈ C とする、x ∼ yなので、x− y ∈ Z

f (x) = (cos (2πx), sin (2πx))
= (cos (2πy + 2π (x− y)), sin (2πy + 2π (x− y)))

= (cos (2πy), sin (2πy))
= f (y)

(3)
f̃：連続は明らか

g (x, y) :=


C

(
1

2π
arccosx

)
y ≥ 0

C

(
− 1

2π
arccosx

)
y < 0

とおくと、g ◦ ff̃ = f̃ ◦ g = idで、f̃ は全単射であり、

g = f̃−1は連続

9.2
(1)
f̃ : X/ ∼→ S1 × S1
f (x, y) := (cos 2πx, sin 2πx, cos 2πy, sin 2πy)
f̃ を 9− 1と同様に f̃ (C) := f (x, y)と定める

(2)
f (x, y)は (1) と同様で f̃ (C) = f (x, y)とおけばいい

(3)
5− 9と同様

9.3
Y := S× [0, 1]を R3の部分空間とする
(x, y, z)

Y∼ (x′, y′, z′)
def⇐⇒

[
−x = x′ ∧ −y = y′ ∧ z = z′ =

1

2

]
∨ ((x, y, z) = (x′, y′, z′))とすると、

X/ ∼と Y /
Y∼は同相
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ϕ (x, y) =

(
cos 2πx, sin 2πy, 1

2
+

1− 2y

2
sinπy

)
とおいて、ϕ̃ (C) := ϕ (x, y)とおくと、ϕ̃：全

単射、ϕ̃, ϕ̃−1：連続
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10
10.1
(1)
x, y ∈ X,x 6= yとすると {x} , {y} ∈ Oかつ {x} ∩ {y} = ∅ ∴ X :ハウスドルフ

(2)
x, y ∈ X,x 6= y とする．x ∈ U ∈ O となるとき U = X、y ∈ V ∈ O となるとき V = X、
U ∩ V = X 6= ∅．よって X：ハウスドルフではない

10.2
x, y ∈ X,x 6= yとすると ϵ :=

1

2
d (x, y) > 0とおく、N (x, ϵ) , N (y, ϵ) ∈ Oで、N (x, ϵ)∩N (y, ϵ) =

∅であるから、X はハウスドルフである

10.3
∅ 6= U, V ∈ O とすると、U− = (−∞, a) , V = (−∞, b) とかける．このとき U ∩ V =
(−∞,min {a, b}) 6= ∅

10.4
p : R → R/ ∼ を自然な全射とすると p (0) ∈ U, p

(√
2
)

∈ V であり、p の連続性から、
0 ∈ p−1 (U) ∈ OR,

√
2 ∈ p−1 (V ) ∈ OR．よって、∃ϵ > 0, s.t.

(√
2− ϵ,

√
2 + ϵ

)
⊂ p−1 (V )

ここで、Qの稠密性より、∃r ∈ Q, s.t.r ∈
(√

2− ϵ,
√
2 + ϵ

)、したがって、r ∈ Q ∩ p−1 (V )．一
方、r − 0 = r ∈ Qより、r ∼ 0、よって、p (r) = p (0) ∈ U で p (r) ∈ U ∩ V
=⇒ R/ ∼：ハウスドルフではない

10.5
K := {xn ∈ x|n = {1, 2, · · · , N}}とおく．K ⊂

⋃
V となる V（開被覆）を考えると、各 nで

∃Vn ∈ V , s.t.xn ∈ V であるので、{Vn}Nn=1 ⊂ V でK ⊂
N⋃

n=1
Vnとなる

10.6

K :=

{(
a, b− 1

n

)
: n ∈ N

}
とすると、(a, b) ⊂

⋃
K である (K：開被覆) が

N⋃
n=1

(
a, b− 1

n

)
⊊

(a, b)であるので、有限部分被覆を持たない

10.7
[a, b]の開被覆で有限部分被覆を持たないK があるとする．このとき I0 := [a, b]を半分にした[
a,

1

2
(a+ b)

]
と
[
1

2
(a+ b) , b

]
の内少なくとも一方はK の有限部分被覆を持たない．それを I1

とおく．同様に I1を半分にして、K の有限部分被覆を持たない閉区間 I1 = [a2, b2]とおく、こ
れを繰り返していくと、区間縮小法より ∃c ∈ [a, b] , s.t. lim

n→∞
an = lim

n→∞
bn = cとなる．ここで、

c ∈ [a, b] ⊂ U なので、∃U ∈ K, s.t.c ∈ U、ここで U は開なので、∃ϵ > 0, [c− ϵ, c+ ϵ] ⊂ U．一方
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で lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = cより、∃N ∈ N, s.t. |aN − c| < ϵ

2
, |bN − c| < ϵ

2
となり、IN = [aN , bN ] ⊂

(c− ϵ, c+ ϵ) ⊂ U で、IN がK の一つの元 U で被覆されているとなり、矛盾

10.8
K := {N (a, 1)|a ∈ A} とおくと、K は A の開被覆であり、A はコンパクトより、∃N ∈

N, ∃ {an}Nn=1 ⊂ X, s.t.A ⊂
N⋃

n=1
N (an, 1)となる．このとき、diamN (an, 1) ≤ 2なので、diam (A) ≤

N∑
m=1

diamN (an, 1) ≤ 2N．よって、有界である

x ∈ Ac とする．ここで a ∈ Aとすると x 6= aなので d (x, a) > 0．そこで ϵx,a :=
d (x, a)

2
と

おくと、a /∈ N (x, ϵx,a)．すなわち、a ∈ N (x, ϵx,a)
c．よってK ′ := {N (x, ϵx,a)

c|a ∈ A}とおく
と、K ′は Aの開被覆．よって、∃N ∈ N, ∃ {an}Nn=1 ⊂ X, s.t.A ⊂

N⋃
n=1

N (x, ϵx,a)
c．したがって、

Ac ⊃
(

N⋃
n=1

N (x, ϵx,an)
c

)c

=
N⋂

n=1
N (x, ϵx,an) = N (x, ϵ)．ただし、ϵ := min

1≤n≤N
ϵx,an
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